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D'ALGÈBRE, 

A    L'  U  s  A  G  E 
DE  L'ÉCOLE  CENTRALE 

DES  QUATRE-NATIONS; 

PAR   S.   F.   LACROIX. 


ONZIEME      ÉDITION, 

revue  et  corrigée. 


A  PARIS, 

Chez  M"*  V®  COURCIER,  Imprimeur-Libraire  pour  les 
Mathématiques  ,    quai  des   Augustins  ^  n°  67, 

i8i5. 


AVIS  DU  LIBRAIRE. 

Les  motifs  qui  ont  déterminé  le  plan  de  ces  Élémens 
d'Algèbre ,  sont  exposés  dans  les  Essais  sur  l'Ensei- 
gnement en  général  et  sur  celui  des  Mathématiques 
en  particulier ,  publiés  par  V Auteur  ,  et  comprenant 
r analyse  de  toutes  les  parties  de  son  Cours ,  ainsi  que 
rindication  de  la  marche  qu'il  a  suivie  dans  ses  levons. 

On  peut  joindre  aux  Élémens  d'Algèbre  leur  Com.- 
pîément,  qui  se  trouve  aussi  chez  le  même  Libraire  y  et 
qui  contient  la  résolution  des  équations  littérales  ^  la 
théorie  élémentaire  des  suites,  celle  des  fractions  con^ 
tinues  et  les  premiers  principes  de  l  analyse  indéterminées. 
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D'ALGÈBRE. 


Notions  préliminaires  sur  le  passage  de 
/'Arithmétioue  à  /'Algèbre, 
explication  et  usage  des  signes  algèhri* 
ques, 

1 .  \Jn  a  dû  remarquer  dans  le  Traité  élémentaire  d' A- 
rithméti^ue  ,    plusieurs   questions  dont  la   solution   se 
compose  de    deux  parties  :  l'une  ayant   pour   but  de 
cherciier  auxquelles  des  quatre   opérations  fondamen" 
taies  se  rapporte  la  détermination  du  nombre  inconnu 
par  le  moyen  des  nombres  donnés  ,  et  l'autre  l'appli- 
cation  de   ces  règles.   La  première  partie  ,    indépen- 
dante de  toute  manière  d'écrire  les  nombres  ou  de  tout 
système  de  numération  ,  repose  entièrement  sur  le  dé- 
veloppement des  conséquences  qui  résultent  explicite- 
ment ou  implicitement  de  l'énoncé ,  ou  de  la  manière 
dont  cet  énoncé  lie  les  nombres  donnés   aux  nombres 
inconnus  ,    c'est  -  à  -  dire ,  des  relations  qu'il    établit 
entre   ces  nombres.  En  général  on  peut ,  si  ces  rela- 
tions ne  sont  pas  compliquées ,  trouver  par  le  simple 
raisonnement  ,   la   valeur  des    nombres   inconnus.     Il 
faut  pour  cela  décomposer  les   conditions  que    ren- 
Elém.  d'Jlo^èhre.    ii®  édition.  A 
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ferment  les  relations  énoncées  ,  en  traduisant  ces 
relations  dans  une  suite  de  phrases  équivalentes  , 
dont  la  dernière  doit  être  conçue  en  ces  ternies  : 
L'inconnue  égale  la  somme ,  ou  la  différence ,  ou  le 
produit,  ou  le  quotient  de  telles  et  telles  grandeurs. 
L  exemple  suivant  éclaircira  ce  que  ces  notions  générales 
pourraient  renfermer  d'obscur. 

Partager  un  nombre  donné  en  deux  parties  telles,  que 
la  première  surpasse  la  seconde  d'un  excès  donné. 

Pour  y  parvenir,  on  observera,  i^.  que 

La  plus  grande  partie  est  égale  à  la  plus  petite , 
plus  l'excès  donné, 

et  que  par  conséquent,  si  la  plus  petite  partie  était  con- 
nue, en  lui  ajoutant  cet  excès,  on  aurait  la  plus  grande: 
&°.  que 

La  plus  grande  partie  ajoutée  avec  la  plus  petite 
j)artie ,  forme  le  nombre  à  partager. 

Substituant  dans  cette  dernière  phrase ,  à  ces  mots  :  la 
plus  grande  partie,  l'expression  équivalente  rapportée 
plus  haut  ,  savoir  :  la  plus  petite  partie ,  plus  l'excès 
donné  j  on  trouve  que 

La  plus  petite  partie ,  plus  l'excès  donné ,  plus  encore 
la  plus  petite  partie ,  forment  le  nombre  à  partager. 

Mais  alors  la  phrase  peut  être  abrégée,  en  l'énoMçant 
^insi  : 

Deux  fois  la  plus  petite  partie ,  ajoutées  avec  l'excès 
donné ,  forment  le  nombre  à  partager  } 
et  on  en  conclut  nécessairement  que 

Deux  fois  la  plus  petite  partie  sont  égales  au  nombre  à 
partager,  diminué  de  l'excès  donné  : 

donc 

Une  fois  la  plus  petite  partie  est  égale  à  la  moitié  de  la 
différence  entre  le  nombre  à  partager  et  l'excès  donné. 

Ou,  ce  qui  est  la  niêrae  chose, 
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La  plus  petite  partie  est  égale  à  la  moitié  du  nombre  à 
partager,  moins  la  moitié  de  l'excès  donné. 

Voilà  donc  la  question  proposée  résolue ,  puisque  pour 
obtenir  les  parties  cherchées,  il  suffit  de  faire  des  opéra- 
tions purement  arithmétiques  sur  des  nombres  connus. 

Si ,  par  exemple ,  le  nombre  à  partager  était  9  ,  et 
l'excès  de  la  plus  grande  partie  sur  la  plus  petite  5*  la 
plus  petite  partie  serait,  d'aprèsla  règle  ci-dessus",  égale 
à  I  moins  |,  ou  à  * ,  ou  entin  à  2  ;  et  la  plus  grande,'  com- 
posée de  la  plus  petite  plus  l'excès  5  j  serait  égale  à  7. 

2.  Les  raisonnemens ,  fort  simples  dans  le  problème 
proposé  ci-dessus,  mais  très-compliqués  dans  d'autres, 
se  composant,  en  général,  d'un  certain  nombre  d'ex- 
pressions ,  telles  que  ajouté  à  ,  diminué  de,  est  égal  à , 
etc.  répétées  fréquemment ,  et  qui  tiennent  aux  opéra- 
tions par  lesquelles  les  grandeurs  qui  entrent  dans  l'é- 
noncé de^  la  question ,  sont  liées  entre  elles ,  il  est 
visible  qu'on  abrégerait  beaucoup  en  représentant  cha- 
cune de  ces  expressions  par  un  signe  ;  et  c'est  aussi  ce 
qu'on  fait ,  comme  il  suit  : 

^  Pour  indiquer  l'addition,  on  se  sert  du  signe  -f    qui 
signifie  plus.  ^        r  »  M 

Pour  la  soustraction,  on  se  sert  du  signe  —  qui 
signifie  moins.  * 

Pour  la  multipUcation,  on  se  sert  du  signe  X  qui 
signifie  multiplié  par,  ' 

Pour  écrire  que  deux  quantités  doivent  être  divisées 
l'une  par  l'autre  ,  on  place  la  seconde  sous  la  première, 
et  on  les  sépare  par  un  trait  :  -  signifie  5  divisé  par  4. 

Enfin  pour  marquer  que  deux  quantités  sont  égales  on 
met  entre  leurs  expressions  le  signe  r=z,  qui  signifie eW^. 

Ces  abréviations,  quoique  déjà  très-considérables  ni 
sulTisent  pas  encore,  car  on  est  obligé  de  répéter  souvent 
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le  nombre  à  partager,  le  nombre  donné,  etc.  la  plus  petite 
partie,  le  nombre  cherché,  etc.  ce  qui  alonge  beaucoup, 
A  l'égard  des  données,  l'expédient  qui  s'est  offert  le 
premier  ,  a  été  de  prendre ,  pour  les  représenter  , 
des  nombres  déterminés  qui  servent  d'exemple,  comme 
on  en  use  eii  arithmétique  ;  mais  la  chose  n'étant  pas  pos- 
sible à  l'éajard  des  nombres  inconnus,  on  y  a  substitué 
lin  signe  de  convention ,  qui  a  varié  avec  le  temps. 
On  s'est  enfin  accordé  à  employer  les  lettres  de  l'alpha- 
bet ;  presque  toujours  on  se  sert  des  dernières  , 
comme  en  arithmétique  on  met  une  x  pour  le  quatrième 
terme  d'une  proportion  dont  on  ne  connaît  que  les  trois 
premiers-,  et  c'est  de  l'usage  de  ces  divers  signes  qu'est 
résulté  X  Algèbre. 

Je  vais  par  leur  moyen  ,  reprendre  la  question  du 
H®  1  ,  et  je  représenterai  l'inconnue  ou  le  plus  petit 
nombre  par  une  lettre,  x,  par  exemple  ,  le  nombre 
à  partager  et  l'excès  donné  ,  par  les  deux  nombres 
9  et  5  ;  la  plus  grande  des  parties  cherchées  sera 
exprimée  par  a: +5,  et  l^ur  somme  parx-j- 5 -f--^  ' 
©n  aura  donc 

mais  en  écrivant  2  x  pour  le  double  de  la  quantité  a: ,  il 
en  résultera 

Q.X  4-  5  =:  Q. 

Cette  expression  raonti'ant  qu'il  faut  ajouter  5  au  nombre 
2X  pour    former   g,    j'en  conclurai  que   2xr=g  —  5, 

'     r  4 

ou  que  ax  =::  4,  et  qu  entmx  r=r  -zzza. 

Enrapprochant  maintenantce  que  signifient  les  phrases 
abrégées  que  je  viens  d'écrire  au  moyen  des  signes 
convenus,  de  celles  qui  m'ont  conduit  à  la  solution 
par  le  raisonnement  seul ,  on  verra  que  les  unes  ne  sont 
que  la  traduction  des  autres. 

Le  nombre  2  ,  résultat  des  opérations  précédente?;, 


ne  convient  qu'à  l'exemple  particulier  que  j'ai  choisi, 
tandis  que  le  raisonnement  seul  ,  en  apprenant  que 
la  plus  petite  partie  est  e^ale  à  la  moitié  du  nombre 
à  partager  y  moins  la  moitié  de  rexcês  donné,  fait  voir 
comment  le  nombre  inconnu  se  compose  avec  les  nom- 
bres donnés ,  et  fournit  une  règle ,  à  l'aide  de  laquelle 
on  peut  résoudre  tous  les  cas  particuliers  compris  dans 
la  question. 

Cet  avantage  du  raisonnement  employé  seul,  tient  à 
ce  qu'en  ne  désignant  aucun  nombre  en  particulier  ,  h?^ 
nombres  donnes  passent  sans  altération  d'une  phrase  à 
l'autre  ,  tandis  qu'en  considérant  des  nombres  détermi- 
nés ,  on  effectue  à  mesure  toutes  les  opérations  qui  se 
[>résentent  sur  ces  nombres  ;  et  quand  on  est  par- 
venu au  résultat,  rien  ne  retrace  comment  le  nombre 
Q,  ,  auquel  on  peut  arriver  par  une  infinité  d'opérations 
différentes,  a  été  formé  par  les  nombres  donnés  9  et  5. 

3.  On  é\itera  ces  inconvéniens  en  représentant ,  par 
des  caractères  indépendansde  toute  valeur  particulière , 
et  sur  lesquels  on  ne  puisse  par  conséquent  effectuer  au- 
cun calcul,  le  nombre  à  partager  et  Vexcès  donné.  Les 
lettres  de  l'alphabet  sont  très-propres  à  cet  usage  ;  et  la 
question  proposée  peut ,  par  leur  moyen ,  s'énoncer  ainsi  : 

Partager  un  nombre  connu,  représenté  par  a,  en  deux 
parties  telles ,  que  la  plus  grande  ait  sur  la  plus  petite  un 
excès  donné,  représenté  par  h. 

Désignant  toujours  la  plus  petite  par  x  , 

La  plus  grande  sera  exprimée  par  x-\-b', 

Leur  somme,  ouïe  nombre  à  partager,  sera  équiva- 
cnt  àx-r>r-|-Z>,  ou  àar-f-Z^  : 

La  première  condition  de  la  question  donnera  donc 

Maintenant  il  est  visible  que  s'il  faut  ajouter  au  double 
de  X  ou  à  2  X ,  la  quantité  b ,  pour  faire  la  quantité  a  ,  û 
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en  résulte  qu'il  faut  diminuer  adeb  pour  obtenir  2  .r ,  et 

que  par  conséquent  2  jc  =  «  —  b. 

On  conclura  de  là  que  la  moitié  de  2  x  ou  x  = . 

Q.      2 

Ce  dernier  résultat  étant  traduit  en  langage  ordinaire, 
par  la  substitution  des  mots  et  des  phrases  que  désignent 
les  lettres  et  les  signes  qu'il  renferme,  donne  la  règle 
trouvée  ci-dessus ,  d'après  laquelle,  pour  obtenir  lapins 
petite  des  parties  cJîerchées ,  on  doit ,  de  la  inoitié  du 

nombre  à  partager,  ou  de-^,   retrancher  la  moitié  de 

7,       X      7        ;  b 

l excès  donne,  ou  -. 
2 

Connaissant  la  plus  petite  partie ,  on  aura  la  plus- 
grande  en  ajoutant  à  la  plus  petite  l'excès  donné.  Cette 
remarque  est  suffisante  pour  achever  de  résoudre  la 
question  proposée;  mais  l'Algèbre  donne  plus,  elle  four- 
nit une  règle  pour  calculer  la  plus  grande  partie  sans  le 

,     ,       -,  .  .  .  a       b 

secours  de  la  plus  petite ,  et  voici    comment  : 

^  ^  2  2' 

étant  la  valeur  de  celle-ci ,  en  l'augmentant  de  l'excès  b , 

on  aura  pour  la  plus  grande  partie, f-  ^  i  or, 

ho  exprime  qu  après  avoir  retranche  de  -  la  moi- 
tié de  b ,  il  faut  ajouter  au  reste  b  tout  entier ,  ou  deux 

••'17  •  ,    ,      .        V  fl     -,, 

moitiés  ae  o ,  ce  qui  se  réduit  a  augmenter  -  a  une  moi- 
tié de  b  ou  de  -.  Il  est  évident  par  là  que j-  Z»  re- 

2  ^^22 

•     ^  ^  û;  ,  Z»  ,   . 

vient  a  — -j--;  et  en  traduisant  cette  expression,  on  ap- 
prend  que  la  plus  grande  des  deux  parties  cherchées 
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est   é^aJe  à  la  moitié  du  nombre  à -partager  plus  la 

moitié  de  l'excès  donné. 

Dans  la  question  particulière  dont  je  me  suis  occupé 

en  premier  lieu,  le  nombre  à  partager  était  9  ,    l'excès 

d'une  partie  sur  l'autre,   5  ;  pour  la  résoudre  parles 

règles    auxquelles   je    viens    de     parvenir  ,   il    faudra 

eiTectuer  sur  les  nombres  9  et  5  les  opérations  indiquées- 

sur  a  et  sur  ^. 

0  ,5 

La  moitié  de  q  étant-  ,  et  celle  ce  5'étant  -  ,    ou    aur.> 

pour  la  plus  petite  partie  , 


2        2        2 

pour  la  plus  grande , 

2*2         2  ^ 

4.  J'ai  désigné  ci-dessus  par  x  la  plus  petite  des  deux 
parties  ,  et  j*en  ai  déduit  la  plus  grande  :  si  l'on  vou^ 
lait  chercher  immédiatement  cette  dernière,  (fa  obser- 
verait qu'en  la  représentant  par  X,  l'autre  serait  x — b, 
puisqu'on  passe  de  la  plus  grande  à  la  plus  petite  ,  en  re- 
tranchant l'excès  de  la  première  sur  la  seconde  ;  le 
nombre  à  partager  serait  alors  exprimé  par  x  -^x  —  f? 
oupar2x  —  bj  eiron  aurait  par  conséquent 

2x  —  b=za. 
Ce  résultat  fait  voir  que  2x  surpasse  la  quantité  a  de  la 
quantité  b,  et  que  par  conséquent  2x  =  a  -|-  ^-   En  pre- 
nant la  moitié  de  2x  et  de  la  quantité  qui  lui  est  égale, 
pour  avoir  la  valeur  de  x^  on  tire  de  là 

a  .  b 
x=-H — , 
22 

ce  qui  donne,  pour  calculer  la  plus  gi'ande  des  deux 
parties  cherchées,    la  merse  règle  que    ci-dessus,  i^ 
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ne  m'arrêterai  pas  à  en  déduire  l'expression  de  la  plus 

petite. 

Lamêrae  relation  entre  des  nombres  donnés  et  des  nom- 
bres inconnus,  peut  être  énoncée  de  plusieurs  manières 
très-dilTérentes  ;  celle  qui  a  conduit  à  la  question  précé- 
deiite  ,  est  aussi  celle  qui  résulte  de  l'énoncé  que  voici  : 

Connaissant  la  somme  a  de  deux  nombres  ^^  et  leur  dif- 
férence h  ,  trouver  chacun  de  ces  nombres ,  puisqu'en 
d'autres  termes  le  nombre  à  partager  est  la  somme 
des  deux  parties  cherchées  ,  et  que  leur  différence  est 
l'excès  de  la  plus  grande  sur  la  plus  petite.  Ce  chan— 
gement  dans  les  termes  de  l'énoncé  étant  appliqué  aux 
j'ègles  trouvées  ci-dessus,  elles  donnent  : 

^  ,^  Le  plus  petit  des  deux  nombres  cherchés  est  égal  à  la 

moitié  de  la  somme  moins  la  moitié  de  la  différence. 

Le  plus  grand  est  égal  à  la  moitié  de  la  somjnëplus  la 
moitié  de  la  différence. 

5.  Voici  une  question  analogue  à  la  précédente  ,  mais 
un  peu  plus  compliquée  : 

Partager  un  nombre  donné  en  trois  parties  telles,  que 
l'excès  de  la  moyenne  sur  la  plus  petite  soit  un  nombre 
donné,  et  l'excès  de  la  plus  grande  sur  la  moyenne  soit 
un  autre  nombre  donné. 

Pour  fixer  les  idées ,  je  donnerai  d'abord  aux  nombres 
connus  des  valeurs  déterminées  : 

Je  supposerai  que  le  nombre  à  partager  soit  200, 
Que  l'excès  de  la  partie  moyenne  sur  la  plus  petits 

soit  40 , 

Que  l'excès  de  la  plus  grande  partie  sur  la  moyenne 

3oit  60.  ' 

Désignant  la  plus  petite  partie  par  x , 

La  moj-eune  sera  la  plus  petite  plus  40,  ou  x  -f-  4o> 
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Et  la  plus  grande   sera  la    moyenne    plus  60 ,  ou 

X  -\-  4^  -^  Ço  ; 

Or  les  trois  parties  prises  ensemble  doivent  faire  le 
nombre  à  partager  :  donc 

X  +  a:  +  40  4-  a:  4-  40  +  60  =  23o. 

En  réunissant  d'une  part  les  nombres  donnés ,    et  d« 

l'autre  les  nombres  inconnus ,  x  se  trouvera 3  fois  dans  la 

résultat-,  et  pour  abréger,  on  écrira 

3jc+i4o  =  23o. 

Mais  puisqu'il  faut  ajouter  i4o  au  triple  de  x  pour  faire 
23o,  il  s'ensuit  qu'en  ôtant  i4o  de  23o,  on  aura  précisé- 
ment le  triple  de  x,  ou  que 

5x  =  23o —  140, 
ou  que 

3x  =  9o; 

et  il  suit  de  là  que  a:  =~  ou  =  3o- 

En  ajoutant  à  00  l'excès  40  de  la  moyenne  sur  la  plus 
petite  _,  on  aura  70  pour  la  partie  moyenne. 

En  ajoutant  à  70  l'excès  Go  de  la  plus  grande  partie 
sur  la  moyenne ,  on  aura  i3o  pour  la  plus  grande  partie. 

6.  Si  les  nombres  connus  étaient  difFérens  de  ceux 
que  j'ai  mis  dans  l'énoncé,  on  résoudrait  encore  la  ques- 
tion en  suivant  la  marche  tracée  dans  le  numéro  précé- 
dent; maison  serait  obligé  de  répéter  tous  les  raisonne- 
mens  et  toutes  les  opérations  par  lesquelles  on  est  par- 
venu au  nombre  3o ,  parce  que  ri^n  ne  montre  comment 
ce  nombre  se  compose  des  nombres  donnés,  200,  4^ 
et  60.  Pour  rendre  la  solution  indépendante  des  valeurs 
particulières  des  nombres,  etfaâre  voir  comment  la  valeur 
de  l'inconnue  se  forme  au  moyen  des  quantités  connues , 
je  vais  énoncer  le  problème  ainsi  : 

Partager  le  nombre  donné  a  en  trois  parties  tel/es,  que 


\     rî 
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l'excès  de  la  moyenne  sur  la  plus  petite  soit  un  nombre- 
donné  b ,  et  r excès  de  la  plus  grande  sur  la  moyenne  soit, 
un  nombre  donné  c. 

En  désignant  comme  ci-dessus  par  x  la  quantité  in- 
connue ,  et  en  écrivant ,  à  l'aide  des  signes  convenus  et 
de  symboles ,  a ,  b ,  c ,  qui  représentent  les  quantités 
connues  de  la  question ,  les  raisonnemens  faits  précédem- 
ment sur  les  nombres,  on  formera  de  nouveau 
la  plus  petite  partie  x  , 
la  moyenne  x -^  b , 

la  plus  grande  a:  -f  è  -{-  c  ;  .,. 

et  la  réunion  de  ces  trois  parties  faisant  le  nombre  à 
partager  ,  il  faudra  que 

x-}-x-j'b-\-X'^b-^c=za. 
Cette  expression,  toute  simple  qu'elle  est,  peut  encore 
s'abréger  ;  car  puisqu'elle  montre  que  x  entre  trois  foi.*» 
dans  le  nombre  à  partager,  et  que  b  y  entre  deux  fois ,  au 
lieu  de  x  -}-  x  -\-  x ,  j'écrirai  '5x ,  aa  lieu  de-^-b^b, 
j'écrirai  -j-  ob  ,  et  il  viendra 

3>r  +  2  Z>  -f-  c  rrr  c. 

Cette  dernière  expression  fait  connaître  qu'il  faut 
ajouter  au  triple  du  nombre  représenté  par  x  ,\e  double 
du  nombre  représenté  par  b  et  encore  le  nombre  c,poiîr 
former  le  nombre  a;  il  s'ensuit  que  si  du  nombre  a,  ou 
ôte  le  double  du  nombre  b,  puis  encore  le  nombre  c , 
©n  aura  précisément  le  triple  de  x^  our  que 

5  XT=:a  —  2  b  —  C'y 
or  X  étant  le  tiers  de  trois  foisorou  de  3ji7,  on  en  conclura 
que 

a  —  2  &  —  c 

X=    g . 

"  Il  faut  bien  remarquer  que  n'ayant  assigné  aucune 
valeur  particulièreauxnombresreprésentés  par  a,  b,  c, 
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le  résultat  auquel  je  suis  parvenu  ne  donne  non  plus  au- 
cune valeur  pour  x;  il  indique  seulement  quelles  opé- 
rations il  faut  faire  sur  ces  nombres  lorsqu'on  leur 
assigne  une  valeur ,  pour  en  déduire  celle  de  l'in- 
connue. 

Cî  ■""*  Î3  b  — —  c 

En  effet,  l'expression ^- -,  à  laquelle  x  est 

o 

égal ,  peut  être  rendue  dans  le  langage  ordinaire ,  en 
écrivant,  à  la  place  des  lettres,  la  dénomination  des 
nombres  qu'elles  représentent,  et  à  la  place  des  signes, 
renonciation  des  opérations  qu'ils  indiquent;  on  formera 
ainsi  cette  phrase  : 

Du  nombre  à  partager,  utez  le  double  de  l'excès  de  la 
partie  moyenne  sur  la  plus  petite ,  et  encore  l'excès  de 
la  plus  grande  sur  la  moyenne,  et  prenez  le  tiers  du  re^te. 

En  suivant  cette  phrase  à  la  lettre  ,  on  déterminera  ^ 
par  les  premières  opérations  de  l'Arithmétique  ,  la  plus 
petite  partie.  Le  nombre  à  partager  étant,  par  exemple, 
200,  les  excès  4o  et  6o  ,  comme  dans  le  numéro  précè- 
dent, on  ôtera  de  200,  deux  fois  ^o,  ou  80,  el  60  ,  il 
restera  90,  dont  le  tiers  sera  00,  ainsi  qu'on  l'a  déjà, 
trouvé. 

Si  le  nombre  à  partager  était  620  ,  les  excès  5o  et  120, 
on  ôteraitde  620  deux  fois  5o,  ou  ico,  et  120,  il  resterait 
ocOjdont  le  tiers,  ou  100,  serait  la  plus  petite  partie  ;  on 
formerait  les  deux  autres  en  ajoutant  5o  à  100  ,  ce  qui 
ferait  i5o  ;  puis  120  à  ce  résultat ,  ce  qui  ferait  270  : 
ainsi ,  les  trois  parties  demandées  seraient 

100  ,  i5o,         270, 

et  leur  somme  serait  520  ,  ainsi  que  l'exige  la  question. 

C'est  parce  que  les  résultats  algébriques  ne  sont  le 
plus  souvent  que  l'indication  d'opérations  à  effectuer  sur 
des  nombres  pour  en  trouver  d'autres,  qu'on  les  appelle 
en  généra  formulez» 
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♦  ■ 

Cette  question,  quoique  plus  compliquée  que  celle  du 
ïiuméro  i  ,  peut  encore  être  résolue  avec  le  langage 
ordinaire  ;  c'est  ce  qu'on  voit  dans  le  tableau  ci-joint , 
où  l'on  a  placé  vis-à-vis  de  chaque  raisonnement,  sa  tra- 
duction en  caractères  algébriques.  L'examen  attentif  de 
ce  tableau  ne  doit  laisser  aucun  doute  sur  Futilité  de 
l'Algèbre  et  sur  les  circonstanciés  de  son  invention. 
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n.  Les  signes  convenu»  dans  le  numéro  2  ne  sont  pas 
les  seuls  dont  on  se  serve  en  Algèbre  ;  de  nouvelles 
considérations  en  introduiront  par  la  suite  de  nou- 
veaux. On  a  déjà  dû  remarquer  que  j'ai  indiqué 
dans  le  numéro  2 ,  la  multiplication  de  oc  par  2 ,  et 
dans  les  numéros  5  et  6,  celle  de  x  par  3,  celle  de  h  par  2, 
en  plaçant  seulement  ces  chiffres  au-devant  des  lettres 
a:  et  Z?,  sans  aucune  intei-position  de  signe,  et  j'en 
userai  ainsi  désormais  ;  ensorte  que.tout  nombre  placé 
à  la  gauche  d'une  lettre  sera  multiplicateur  du  nombre 
que  représente  cette  lettre.  5x,  5a  ,  etc.  désigneront 

O  CiOC 

5  foisX;,  5  fois  a,  etc. -a:  ou  — --,  etc.   désigneront  les 
4  4 

I  de  jc  ou  3  fois  x  divisées  par  4 ,  etc. 

En  général  la  multiplication  s'indiquera  désormais  en 
mettant  les  factem's  à  la  suite  les  uns  des  autres,  sans 
aucune  interposition  de  soigne,  toutes  les  fois  qu'il  n'en 
résultera  pas  de  confusion. 

Ainsi  les  expressions  ax,  bc,  etc.  seront  équivalentes 
kaY^  X  jby^c,  etc. ,  mais  on  ne  pourra  pas  supprimer 
le  signe  X  lorsqu'il  s'agira  des  nombres  ,  car  alors  l'ex- 
pression 3X5,  dont  la  valeur  est  i5,  devenant  35  par 
l'omission  du  signe  X  ,  changerait  entièrement  de  signi- 
fication. Dans  ce  cas  ,  on  substitue  souvent  un  point  au 
signe  Xp  et  on  écrit  3  .  5. 
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Des    Equations. 

8.  En  examinant  avec  attention  la  solution  des  pro- 
blèmes des  numéros  5  et  G ,  on  la  trouvera  composée  de 
deux  parties  bien  distinctes.  Dans  la  première  on 
exprime ,  au  moyen  des  caractères  algébriques  [  les 
relations  que  l'énoncé  de  la  question  établit  entre  les 
quantités  connues  et  les  quantités  inconnues ,  et  cela  con- 
duit à  égaler  deux  quantités  entre  elles,  savoir  : 

Dans  le  numéro  3 ,  les  quantités  2  x  -f-  Z>  et  a. 

Dans  le  numéro  6,  les  quantités  3x4-2  ô-f- c  et  «. 

Puis  de  cette  égalité  on  déduit  une  suite  de  consé* 
quences  qui  mènent  enfin  à  égaler  linconnue  or  à  un 
assemblage  de  quantités  données,  liées  entre  ellespar  des 
opérations  que  l'on  sait  effectuer  :  voilà  la  seconde  partie 
de  la  sohition. 

Les  deux  parties  que  je  viens  d'indiquer  se  retrouvent 
dans  presque  tous  les  problèmes  qui  sont  du  ressort  de 
l'Algèbre.  Il  est  difficile  de  donner,  au  moins  pour  le 
moment,  une  règle  d'après  laquelle  on  puisse  effectuer 
la  première  partie,  celle  qui  a  pour  objet  la  traduction 
en  caractères  algébriques  des  conditions  de  la  question. 
Il  faut,  pour  y  réussir,  se  familiariser  avec  l'écriture 
algébrique,  et  acquérir  l'habitude  de  décomposer  l'é- 
noncé d'un  problème  dans  toutes  ses  circonstances 
soit  explicites,  soit  implicites.  Mais  lorsqu'on  est  pari 
venu  à  former  les  deux  nombres  que  la  question  sup- 
pose égaux  entre  eux,  il  y  a  des  procédés  métho- 
diques pour  déduire  de  cette  expression  algébrique  la 
valeur  de  l'mconnue ,  ce  qui  fait  l'objet  de  la  seconde 
partie  de  la  solution.  Avant  de  les  faire  connaître,  j'ex- 
pliquerai quelques  dénominations  dont  les  algébristes  «e 
servent  à  ce  sujet. 

t'ne  équation  est  l'égalité  de  deux  quantité?. 
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L'ensemble  des  quantités  qui  sont  d'un  même  côté  du 
signes,  se  nomme  membre;  une  équation  a  deux 
membres. 

Celui  qui  est  à  gauche  s'appelle  le  premier  membre; 
l'autre  est  le  second. 

Dans  l'équation  <,x^b  =  a,  ^x^  b  esX\t premier 
membre,  a  est  le  second  membre. 

Les  quantités  qui  composent  un  même  membre ,  lors- 
qu'elles sontséparéespar lessignes+ou-,  se  nomment 

termes.  

Ainsi  le  premier  membre  de  l'équation  9.x  +  b  —  a 
renferme  deux  termes  ,  savoir  :  20:  et  +  6. 

L'équation  ^x^J-^^^-  '^  >  ^  ^^^^  termes  dans 
chacun  de  ses  membres,  savoir  : 

2-a;  et  ■+-  7  dans  le  premier, 
g  ^  et  —  12  dans  le  second. 

Quoique  j'aie  pris  au  hasard,  et  pour  servir  d'exem- 
ple,  l'équation  1  :c4-  7-8  ^-  1.,  elle  doit  être  consi- 
dérée ainsi  que  toutes  celles  dont  je  parlerai  par  la 
smte^'comme  venant  d'un  problème  dont  on  peut  tou- 
iours  trouver  un  énoncé  en  traduisant  en  langage  ordi- 
naire l'équation  proposée.  Celle  dont  il  s'agit  revient  a 

Troui^er  un  nombre  x  tel,  qu'en  ajoutant  7  aux  l  dex, 
la  somme  soit  égale  à  S  fois  x  moins  12. 

De  même  ,  l' équation  ax  4"  ^^-^^^«^-^'^^  ^^"^ 
laquelle  les  lettres  a,  b,  c  sont  censées  représenter  des 
quantités  connues  ,  répond  à  la  question  suivante  : 

Trou^^erun  nombre  x  tel,  qu'en  le  multipliant  par  un 
nombre  donné  a,  puis  ajoutant  le  produit  des  deux 
nombres  donnéshetc,  et  retranchant  de  cette  somme 
le  produit  d'un  nombre  donné  c  parle  nombre  x  on  ait 
un  résultat  égal  au  produit  des  nombres  a  et  c  diminue 
de  celui  des  nombres  b  ei  x.  ç^,^^^ 
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C'est  en  «'exerçant  beaucoup  à  passer  du  langage  ordi- 
naire à  l'écriture  algébrique,  et  A  rendre  celle-ci  dans  1© 
premier,  qu'on  parviendra  à  se  familiaiiser  avec  l'Algè- 
bre ,  dont  la  difficulté  ne  consiste  guère  que  dans  la  par- 
faite intelligence  des  signes  et  de  leur  emploi. 

Tirer  d'une  équation  la  valeur  de  l'inconnue  ,  ou  par- 
venir à  avoir  cette  inconnue  seule  dans  un  membre,  et 
des  quantités  toutes  connues  dans  l'autre,  c'est  ce  qu'on 
appelle  résoudre  cette  équation. 

Les  diverses  questions  qu'on  peut  avoir  à  résoudre 
conduisant  à  des  équations  plus  ou  moins  composées,  on 
a  partagé  celles-ci  en  plusieurs  classes  ou  djzrts.  Je 
vais  m'occuper  d'abord  des  équations  du  premier 
dep'é.  On  nomme  ainsi  les  équations  dans  lesquelles  les 
inconnues  ne  sont  multipliées  ni  par  elles-mêmes,  ni 
entre  elles. 

De  la  résolution  des  équations  du  premier  degré  à  une 
seule  inconnue. 

9.  On  a  déià  vu  que  résoudre  une  équation  ,  c'est 
arriver  à  une  expression  dans  laquelle  l'inconnue  seule 
dans  unmembre  soit  égalée  à  des  quantités  connues,  com- 
binées entre  elles  par  des  opérations  qu'on  sache  effec- 
tuer. Il  suit  de  là  qu'il  faut ,  pour  amener  une  équatioa 
à  cet  état ,  deap-zer  l'inconnue  des  quantités  connues  avec 
lesquelles  elle  se  trouve  combinée;  or  l'inconnue  peut 
se  trouver  mêlée  de  trois  manières,  avec  les  quantités 
connues  : 

1°.  Par  addition  et  soustraction  ,  comme  dans  ies 
équations 

x4-  5  — 9  — or, 
a  -^  X  -~  h  —  x\ 
Élém.  d'Algèbre.     11^   édition.  J5 
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0.°.  Par   addition ,   soustraction    et    multiplication , 
comme  dans  les  équations 

a  X  —  b  r=:z  c  a:  +  (7; 

Z°.  Enfin  par  addition,  soustraction,  multiplication  et 
division  ,  comme  dans  les  équations 
5>r  11 

a  X   ,  ,      mx  .  p 

—r-4-cx — dz=. f-î-. 

b     *  n        q 

On  dégage  l'inconnue  des  additions  et  soustractions 

où  elle  entre  avec  des  quantités  connues,  en  rassemblant 

dans  un  seul  membre  tous  les  termes  où  elle  se  trouve  ; 

et  pour  cela ,  il  faut  savoir  faire  passer  un  terme  d'un 

membre  dans  un  autre. 

lo.  Par  exemple,  dans  l'équation 

'JX S=:ilQ-\-4^  > 

'1  faut  passer  le  terme  4^^  du  second  membre  dans  le 
premier  ,  et  le  terme  —  5  du  premier  dans  le  second. 
Pour  cela,  on  doit  observer  qu'en  effaçant -f- 4  ^  dans 
le  second  membre ,  on  le  diminue  de  la  quantité  /^x ,  et 
qu'il  faut  opérer  la  même  soustraction  sur  le  premier 
membre,  pour  conserver  l'égalité  de  ces  deux  mem- 
bres; on  écrira  donc  —  4^  dans  le  premier  membre, 
qui  deviendra  jx  —  5  —  4^'}  ^^  ^'o^  ^^^'^ 

yx 5 4^=^  12. 

Effacer —  5  du  premier  membre,  c'est  supprimer  la  sous- 
traction indiquée  de  5  unités  ;  c'est  par  conséquent 
augmenter  ce  membre  de  5  unités  ;  on  doit  donc ,  pour 
conserver  l'égalité,  augmenter  aussi  le  second  membre 
de  5  unités,  ou  écrire -j- 5  dans  ce  membre:  il  deviendra 
12  -f-  5  ,  et  l'on  aura 

'j  X  —  4  ^=^  12  -l-  5, 
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En  effectuant  les  opérations   indiquées ,  il  en  résultera 
l'équation  3  x  =  17. 

Par  ces  raisonnemens  ,  qu'on  peut  appliquer  à  quelque 
exemple  que  ce  soit ,  on  voit  qu'en  effaçant  dans  un 
membre  un  terme  affecté  du  si2;ne  -f-  ,  et  qui  par  consé- 
quent augmentait  ce  membre,  il  faut  soustraire  ce  terme 
de  l'autre  membre ,  ou  l'y  écrire  avec  le  signe  — ;  qu'au 
contraire ,  quand  le  terme  qu'on  efface  a  le  signe  —  , 
comme  par  sa  présence  il  diminuait  le  membre  où  il  était, 
il  faut  augmenter  l'autre  membre  du  même  terme, 
ou  l'y  écrire -avec  le  signe  -j-.  On  conclura  de  là  cette 
règle  générale  : 

Pour  faire  passerun  terme  quelconque  d'une  équation , 
d'un  membre  dans  Vautre,  il  faut  V  effacer  dans  le  mem- 
bre où  il  se  trouve ,  et  l'écrire  dans  V autre  avec  un  signe 
contraire  à  celui  quil  avait  d'abord. 

Pour  mettre  cette  règle  en  pratique ,  il  faut  faire  at- 
tention que  le  premier  terme  de  chaque  membre ,  quand 
il  n'est  précédé  d'aucun  signe ,  est  censé  avoir  le  signe  -j-. 
C'est  ainsi  qu'en  passant  le  terme  coc  de  l'équation  litté- 
rale ax —  b:=:cx  -{-  dy  du  second  membre  dans  le  pre- 
mier ,  on  aura 

ax  —  b  —  cx=zd; 

passant  ensuite  le  terme  —  b  du  premier  membre  dans  le 
second ,  il  viendra 

ax—  cx  =  d+b. 

1 1 .  Par  le  moyen  de  la  règle  précédente  ,  on  peut 
d'abord  réunir  dans  un  des  membres  tous  les  termes  af- 
fectés de  l'inconnue  ,  et  dans  l'autre  toutes  les  quantités 
connues  ;  et  sous  cette  forme  ,  le  membre  où  se  trouve 
l'inconnue ,  peut  toujours  se  décomposer  en  deux  fac- 
teurs ,  dont  l'un  ne  contient  que  des  quantités  données , 
et  dont  l'autre  est  l'inconnue  seule. 

Cette  simplification  se  présente  d'elle-même  toutes  les 
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fois  que  l'équation  proposée  est  numérique ,  et  qu'elle  ne 
contient  point  de  fractions ,  parce  qu'alors  tous  les  termes 
affectés  de  l'inconnue  se  réduisent  à  un  seul.  Si  l'on 
avait,  par  exemple,  lox -j-'joo  —  2  a:  =25  -f  7  ,  en 
effectuant  les  opérations  indiquéesdans  chaque  membre, 
on  trouverait  successivement 

IJX- —  2XZ=52  , 
iS  X  r=.OQ.\ 

et  i5  X  se  décomposant  dans  les  deux  facteurs  i5  et.r; 
on  aurait  le  facteur  inconnu  x,  en  divisant  par  le  fac- 
teur donné  l5,  le  nombre  Sa  égal  au  produit  i5  a:: 
il  viendrait 

^^ 52 

i5* 

La  décomposition  se  fait  de  même  dans  les  équations 
littérales  semblables  à 

ax=:b  c  ; 
parce  que  le  terme  a  x  désigne  immédiatement  le  pro- 
duit de  a  par  x:  on  en  conclut 

Soit  maintenant  l'équation 

ax  —  bx-^cx=zac  —  hc, 
qui  contient  trois  termes  affectés  de  l'inconnue.  Puisque 
ax,  bx,  ex,  représentent  lesproduits  respectifs  de  x, 
parles  quantités  a,  b,  c,  V  expression  a  x  ~  b  x -{- c  x , 
traduite  en  langage  ordinaire,  donne  cette  phrase  : 

De  xpris  d'abord  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités 
dans  a,  retranchez  autant  de  fois  xqu'ilya  d*unitësdans 
h ,  et  ajoutez  au  résultat  la  même  quantité  x  prise  au- 
tant de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  c. 

Il  suit  de  là  qu'en  tout  l'inconnue  x  se  trouve  prise 
autant  de  fois  qu'il  y  a  d'uiiités  dans  la  différence  des 


i 


DALOEBRE.  ai 

lombresaetè,  augmentée  du  nombre  c,  c'est-à-dire  autant 
le  fois  que  le  marque  le  nombre  a  —  Z?  -|-  c  :  les  deux 
"acteursdu  premiermembre  sont  par conséquenta—^-}-c 
it  X  :  on  a  donc 

a  c  —  h  c 
a —  b  -\-  c 

Ce  raisonnement ,  qu'on  peut  appliquer  à  tout  autre 
exemple  ,  fait  voir  qp! après  la  réunion  dans  un  seut 
Tiembre  j  des  divers  termes  contenant  Tincajinue y  lefac-^ 
■eur  qui  multiplie  cette  inconnue  se  forme  de  toutes  les 
■quantités  qui  la  multiplient  isolément ,  assemblées  avec 
^es  signes  dont  elles  sont  précédées;  et  on  obtient  Vin- 
:onnue  en  divisant  le  mernbre  tout  connu  paf  le  facteur 
iont  il  s'agit^ 

D'après  cette  règle ,  r,équation  ax  —  ox'=.bc  donna 

bc 

07  = =-. 

a  —  5 

De  même  l' équation  j:  -\-  ax^=c —  f£  conduit  à 

c  —  d 


x^= 


parce  qu'il  faut  observer  que  la  lettre  x  étant  seule  , 
doit  être  regardée  comme  Vnultipliée  par  l'unité.  On  voit 
d'ailleurs  que  dans  x-f-  c  x' ,  l'inconnue  x  se  trouve  con- 
tenue une  fois  de  plus  que  dans  ax ,  et  est  par  conséquent 
multipliée  par  i  -{-  a. 

12.  Il  est  visible  que  si  tous  les  termes  de  Téquation 
contenaient  un  facteur  commun,  on  pourrait  supprimer 
ce  facteur  sans  troubler  l'égalité,  puisqu'on  ne  ferait  qus 
diviser  par  un  même  nombre  toutes  les  parties  des  deux 
quantités  que  l'on  suppose  égales  entre  elles. 

Soit  pour  exemple  l'équation 

Q  ab  X  —  9&  c  dz=  12b  dx  -^  i5  ab  c. 
J'observe  d'abord  que  les  nombres  G,  3 ,  12  et  1 5,  sont 
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divisibles  par  3  ;  et  en  supprimant  ce  facteur ,  je  ne  ferai 
que  prendre  le  tiers  de  toutes  les  quantités  qui  forment 
l'équation  :  j'aurai,  après  cette  réduction, 

2  abx  — 3  bcd:=z4^  ^^"h^  abc. 

J'observe  ensuite  que  la  lettre  &,  combinée  dans  chaque 
terme  par  voie  de  multiplication  ,  indique  un  facteur 
commun  à  tous  ces  termes  ;  je  la  supprimerai  donc 
aussi,  et  il  viendra 

i2  a  X  —  3  c  dz=.4  dx-\-  5  a  c. 

En  appliquant  à  cette  dernière  équation  les  règles  des 
numéros  lo  et  1 1  ^  j'en  tirerai  successivement, 

2.ax — 4^'^'=^  ^c -f  3ccZ, 
5  ac-|-3  cd 


X 


2.  a  —  4^ 


i3.  Je  passe  maintenant  aux  équations  dont  les  termes 
ont  des  diviseurs  :  on  pourrait  leur  appliquer  immédiate- 
ment les  règlesprécédentes,  toutes  lesfois  que  l'inconnue 
n'entre  point  dans  les  dénominateurs  ;  mais  il  est  souvent 
plus  simple  de  ramener  tous  les  termes  au  même  dénomi- 
nateur, qu'on  peut  supprimer  ensuite. 

Soit,  par  exemple  ,  l'équation 

Î2.X    ,    ,       Ax    ,  bx 

J'observ^erai  que  l'arithmétique  fournit  des  règles  pou? 
réduire  des  fractions  au  même  dénominateur,  et  pour 
convertir  des  entiers  «n  fractions  d'une  espèce  donné© 
{  Arithm.  79  ,  69  ) ,  et  je  transformerai  par  ces  règles  , 
en  fractions  de  même  dénominateur ,  tous  les  termes, 
de  l'équation  proposée. 

En  commençant  d'abord  par  les  fractions,  qui  sont 

Q.X  /^x  5x 

T'  T"'  'Y' 
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je  les  changerai ,  par  la  première  des  règles  citées,  en 
5X7X2X  5X7X4r  oxSxbjc 

0X5X7   *  3x5x7   '  "3x5x7' 

puis  pour  convertir  les  entiers  4  et  12  en  fractions,  il  n'y 
aura  plus  qu'à  les  multiplier  par  le  dénominateur  com- 
mun des  fractions,  savoir  :  par  3  X  5  X  7  ,  et  l'on  aura 

3X5X7X4,  3X5X7X  12. 

Replaçant  ensuite  tous  ces  termes  dans  l'équation  pro- 
posée ,  elle  deviendra 

5X7Xs:r      5x5X7X4 
3x5x7  3x5x7 

_3X'jX4x      3x5X7X12  _  3x5x5j:  ^ 
"3X5X7  3x5X7  3x5x7*' 

et  l'on  y  pouiTa  supprimer  le  dénominateur ,  puisqu'on 
ne  fera  par  là  que  multiplier  toutes  ses  parties  par  ce 
dénominateur  (  Jriihm.  54  ) ,  ce  qui  ne  saurait  troubler 
l'égalité.  Il  viendra,  après  cette  suppression, 

5X7X207-1-3x5X7X4 
=:3X7X4^  +  3X5X7X  12  —  3x5x507, 

ou  7007-I-420  =:  84o7-|- 1260  —  75  07, 

équation  sans  dénominateur ,  de  laquelle  on  tirera  la 
valeur  de  x  par  les  règles  précédentes. 

L'inspection  du  résultat  ci-dessus ,  et  même  l'applica- 
tion seule  des  règles  d'arithmétique  citées,  font  voir  évi- 
demment que  ,  dans  l'opération  dont  il  s'agit ,  les  numé- 
rateurs de  chaque  fractioji  doivent  être  multipliés  par  le 
produit  des  dénominateurs  de  toutes  les  autres ,  les  en- 
tiers,  parle  produit  de  tous  les  dénominateurs  ;  et  il  ne 
faut  tenir  aucun  compte  du  dénominateur  commun  des 
fractions  résultantes. 

L'équation  7007-^-420  =84^  +  1260  — 75xdevient 
successivement 
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70  X  -|-  75  >r  —  S^JC  ■:=:  1 260  —  4^Q 

Six-—   ^4^ 

Ci  bi 

Le  même  procédé  s'applique  aux  équations  littérales, 
en  observant  qu'on  ne  peut  alors  qu'indiquer  les  multi-^ 
plications ,  qui  s'effectuent  lorsqu'il  s'agit  des  nombres. 

Soit,  par  exemple  ,  l'équation 

a  X  d  X  ,    fs^ 

on  en  déduira 

e h  X  a X  —  b e h  X  c ^=zb  h  X  dx-^beycfg, 
résultat  qu'on  peut  écrire  plus  simplement  en  plaçant, 
conformément  à  la  convention  établie  dans  le  n°  7 ,  à 
côté  les  uns  des  autres,  sans  interposition  de  signe  ,  les 
facteurs  de  chaque  produit^  et  en  intervertissant  l'ordre 
des  multiplications  pour  conserver  l'ordre  alphabétique, 
plus  facile  dans  renonciation  des  lettres  :  il  viendra 

aehx  —  b  céhz=zb  dh  X  -^  b  efg > 
d'où  l'on  conclura 

aehx  —  bdhx  =  b  efg  '{'  b  c  eh  , 
b  e  for  -^  b  c  eh 
aeh  —  b  dh  ' 

l4-  Quoiqu'on  ne  puisse  donner  aucune  règle  géné- 
rale et  précise  pour  former  l'équation  d'une  question 
quelconque  ,  il  existe  cependant  un  précepte  dont  l'ap- 
plication bien  entendue  ne  manquerait  pas  de  conduire 
au  but  proposé.  Voici  ce  précepte  : 

Indiquer,  à  T aide  des  signes  algébriques ,  sur  les  quan- 
tités connues ,  représentées  soit  par  des  nombres ,  soit 
par  des  lettres ,  et  sur  lesquantités  inconnues  représentées 
toujours  par  des  lettres,  les  mêmes  raisonnemens  et  les 
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mêmes  opérations  qu'il  faudrait  effectuer  pour  vérifier 
les  valeurs  des  inconnues ,  si  elles  ttaient  données. 

Pourenfaiie  usage,  il  faiitd'abord  déterminer avecsoiu 
quelles  sont  les  opérations  que  l'énonce  de  la  ques- 
tion renfeinip,  soit  explicitem!>nt  soit  implicitement; 
mais  c'est  preriscment  en  cela  que  consiste  la  diiiiculté 
de  mettre  en  ariatior  un  problème  proposé. 

Voici  quelques  exemples  pour  montrer  l'application 
du  précepte  ci-de.-sus.  J'ai  choisi  les  deux  premiers  parmi 
les  questions résr«'ues  en  arithmétique,  afin  démontrer  Ta 
facilite  que  l'écriture  algébrique  apporte  au  développe- 
ment des  énoncés. 

1°.  So'.ent  deux  fontaines ,  dont  la  première,  coulant 
seule  pendant  2^  - ,  remplit  un  certain  bassin,  et  dont  la 
seconde  remplit  le  même  bassin  en  coulantseule  pendant 
3^  I  ;  combien  foudra-t-il  de  temps  pour  qu'il  soit  rempli 
par  /e^  deux  fontaines  coulant  à-la-fois? 

Si  ce  temps  était  donné,  on  le  vérifierait  en  calculant 
les  quantités  d'eau  versées  par  chaque  fontaine ,  et  réu- 
nissant les  résultats  ,  on  s'assurerait  qu'ils  composent  la 
totalité  de  l'eau  que  peut  contenir  le  bassin. 

Pour  former  l'équation,  on  désignera  par  x  le  temps 
inconnu  ,  et  on  indiquera  sur  x  les  opérations  énoncées 
ci-dessus;  mais  afin  de  rendre  la  solution  indépendante 
de  nombres  donnés,  et  même  d'abréger  l'expression 
de  ceux  de  l'énoncé  qui  sont  fractionnaires  ,  on  lei 
représentera  aussi  par  des  lettres  ',  on  pourra  écrire  a  au 
lieu  de  2^  l^etb  au  lieu  de  5^  |. 

Cela  posé,  en  prenant,  comme  en  arithmétique,  la 
capacité  du  bassin  pour  unité ,  on  verra  que 

Lapremière  fontaine  qui  le  remplitseule  en  un  nombre  nj 
d'heures,  y  verse,  dans  une  heure,  une  quantité  d'eau 

marquée  par  la  fraction  - ,    et  que  par  conséquent  elle 
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fournira  dans  un  nombre  x  d'heures  la  quantité  a:  X  -  > 

jC 

on  -  (Arithm.  53). 
a 

La  seconde  fontaine  qui  remplit  le  même  bassin  en 
/;  d'heures ,  y  verse ,  dans  une  heure ,  une  quantité  d'eau 

exprimée  par  la  fraction  7  ;  et  par  conséquent  dans  un 

1      oc 
nombre  x  d'heures ,  elle  fournira  la  quantité  j:  X  T^^  r- 

La  quantité  totale  d'eau  fournie  parles  deux  fontaines 
.sera  donc 

XX 

et  cette  quantité  devant  égaler  celle  que  contient  I3 
bassin ,  et  qui  a  été  prise  pour  unité  ,  on  aura  enfin 
l'équation 

X  .    X 

Cette  équation ,  traitée  par  les  règles  précédentes ,  con- 
duit à 

bx -\-  ax:=:  ab  y 

__      ah 
""—   b  +  a' 

La  dernière  formule  donne  ,  pour  résoudre  tous  les 
cas  de  la  question  proposée  ,  cette  règle  fort  simple  : 

Divisez  le  produit  des  nombres  qui  marquent  le  temps 
que  met  chaque  fontaine  en  particulier  à  remplir  le  bas-^ 
sin,  par  la  somme  de  ces  nombres;  le  quotient  marquera 
le  temps  qu  il  faudra  aux  deux  fontaines  pour  le  remplir 
simultanément. 

En  appliquant  cette  règle  aux  nombres  de  l'énoncé^ 
on  a 
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d'où 

/ 

2°.  SoittLiin  nombre  à  partager  en  trois  parties ,  ayant 
entre  elles  les  mêmes  rapports  que  les  nombres  donnes 
m  ,  n  et  -p. 

Il  est  visible  que  la  vérification  de  la  question  se  ferait 
comme  il  suit  : 

En  désignant  par  x  la  1'^  partie  ,  on  aurait 


m 


:  71  ::  j::  la  2*"  parties—  {^Arithm.  116.) 


771 


1     rfa  •  P  -^ 

772  :p  :  :  x:  la  3^  partie  =i—  ; 

et  réunissant  les  trois  parties  ,  il  faudrait  trouver  le 
nombre  à  partager  :  on  aura  donc  l'équation 

nx     px 
m        m 

En  réduisant  tous  ses  termes  au  dénominateur  ttz,  ella 
deviendra 

mx-^nx-^-pxzzia  m  y 

et  on  en  tirera 

a  m 


77l-f-7i-f-p 

Ce  résultat  n'est  que  la  traduction  algébrique  de  la 
règle  de  société  {Arithm.  124)  ;  car  en  regardant  les 
nombres  771^  7Z,  p,  comme  désignant  les  mises  des  mar- 
chands, 771+  ri~\-p  est  la  mise  totale ,  a  le  bénéfice  à 
partager  ,  et  l'expression 

m  a        .    ^.  ,  »   7   •  7.  • 

X  = indique  qu  une  part  s  obtient  en  multi- 

m-^n-^-p         ^      ^  ' 

pliant  la  mise  correspondante  par  le  bénéfice  total ,  et 
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en  divisant  le  produit  par  la  somme  des  mises,  ce  qi» 
revient  à  la  proportion 

la  mise  totale  l  une  mise  particulière 
::  le  gain  total',  au  gain  particulier, 
iD.  La  formation  de  l'équation  du  problème  suivant 
exige  des  observations  particulières  qui  ne  se  sont  pas 
encore  présentées. 

Un  pêcheur,  afin  d'encourager  son  fils,  lui  promet 
5  centimes  par  chaque  coup  de  filet  dans  lequel  il  aura 
pris  du  poisson,  mais  aussi  il  remettra  à  son  père  3  cen- 
times pour  chaque  coup  infructueux.  Après  12  coups 
de  filet ,  le  père  et  le  fils  règlent  leur  compte.  Le  premier 
doit  au  second  2.d>  centimes.  Combieny  a-t-ileu  de  coups 
de  filet  heureux  ? 

Si  on  représente  le  nombre  de  ces  coups  par  x ,  le 
nombre  des  coups  infructueux  sera  12  —  a:;  et  si  cej 
nombres  étaient  donnés,  on  les  vérifierait  en  multipliant 
5  centimes  par  le  premier,  pour  obtenir  ce  que  le  père 
doit  donner  au  fiLs,  et  3  centimes  par  le  second,  pour 
avoir  ce  que  le  fils  doit  remettre  au  père  :  le  premier 
nombre  devrait  surpasser  le  second  des  28  centimeiqua 
îe  père  doit  à  son  fils. 

On  aura  pour  le  premier  nombre ,  x  de  fois  5  centimes 
ou  5x.  A  l'égard  du  second  nombre  ,  il  se  présente  une 

difficulté  :  comment  obtenir  le  produit  de  3  par  12 x7 

Si ,  au  lieu  de  >r ,  il  y  avait  un  nombre  donné  ,  on  effec- 
tuerait d'abord  la  soustraction  indiquée ,  puis  on  multi- 
plierait 3  par  le  reste  ;  mais  pour  le  moment  la  chose 
n'est  pas  possible,  et  il  faut  tâcher  d'effectuer  la  multi- 
plication avant  la  soustraction  ,  ou  au  moins  de  ramener 
]e  résultat  à  un  ensemble  de  termes  algébriques  sem- 
blables à  ceux  que  contiennent  les  équations  qu'on  sait 
résoudre. 

Avec  un  peu  d'attention ,  on  voit  qu'en  prenant  12  fois 
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le  nombre  3 ,  on  répète  5  autant  de  fois  de  trop  qu'il  y  a 
d'unités  dans  le  nombre  x ,  dont  on  aurait  dû  préalable- 
ment diminuer  le  multiplicateur  12 ,  ensorte  que  ie  véri- 
table produit  sera 

36  diminué  de  3  pris  x  fois  ou  de  3  x, 
eu  36  —  5x. 

Cette  conclusion  peut  se  vérifier  facilement ,  en  don- 
nant à  X  des  valeurs  numériques.  Si ,  par  exemple  ,  jc 
était  égal  à  8  ,  on  aurait  3  à  prendre  12  fois  —  8  fois, 
et  si  on  négligeait  —  8  fois,  on  mettrait  dans  le  résultat 
8  fois  de  trop  le  nombre  3  ;  le  véritable  produit  sera  donc 

3  X  12  — 3  X  8  =  36  —  24=  12. 
Ce  résultat  s'accorde  avec  celui  qu'on  obtient  en  retran- 
chant d'abord  8  de  1 2  ;  car  alors 

12  —  8  =  4         et         3X4  =  12. 

Cela  posé  ,  puisque  l'argent  dû  par  le  père  à  son  fils 
est  exprimé  par  5x,  et  que  celui  que  le  fils  doit  à  son 
père  est  exprimé  par  36  —  3>r,  il  faut  que  le  second 
nombre  retranché  du  premier,  donne  pour  reste  28; 
mais  encore  ici  nouvelle  difticulté  :  comment  retrancher 
36  —  5x  de  5x,  sans  avoir  soustrait  d'abord  5x  de  36  ? 

On  élude  cette  difficulté  en  observant  que  si  l'on  né- 
gligeait le  terme  -^S-r,  et  qu'on  retranchât  de  5  a:  le 
nombre  36  tout  entier ,  on  aurait  nécessairement  ôté  3  x 
de  trop  ,  p.uisque  ce  n'est  qu'après  avoir  diminué  36  de 
Sx,  qu'il  faut  le  retrancher  de  5x.  Ainsi,  la  différence 
5x — 56  doit  être  augmentée  de  3x  pour  former  la 
quantité  qui  doit  rester  après  qu'on  a  ôté  de  5  x  le 
nombre  exprimé  par  36 — 3x  :  cette  quantité  sera  donc 

5  a:  —  36  -f-  3  a:  ; 

et  on   aura  l'équation 

5x— 36  +  3x=28; 
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qui  revient  successivement  à 

8a:— 36^=28, 

807=28  +  36, 
80;==  64, 
:r=f:^8. 
Il  y  a  donc  eu  8  coups  de  Filet  heureux  et  4  d'infruc- 
tueux. 

En  effet,  8  coups  à  5  centimes,  donnent4o  centimes. 
4  coups  à  3  donnent  12 

différence 28 

comme  l'exige  l'énoncé  de  la  question. 

Si  on  voulait  rendre  la  solution  générale  ,  on  repré- 
senterait para  la  somme  que  le  père  donne  à  son  Fils  pour 
chaque  coup  de  Filet  heureux,  par  b  celle  que  le  lils 
rend  à  son  père  pour  chaque  coup  de  Filet  infructueux, 
par  c  le  nombre  total  de  coups  de  filet ,  et  par  d  ce  que 
le  père  doit  à  son  fils  après  ce  nombre  de  coups.  En 
désignant  toujours  par  x  le  nombre  de  coups  heureux  , 
c  —  X  serait  celui  des  coups  infructueux;  chaque  coup 
delapremière  espèce  valant  au  lils  une  somme  a,  a:  coups 
vaudraient  aY^xQu.  ax ^  et  les  coups  infructueux  vau- 
draient au  père  la  somme  b  ,  multipliée  par  le  nombre 
c  —  X. 

Le  raisonnement  par  lequel  on  a  trouvé  les  parties 
dont  se  compose  le  produit  de  3  par  12  — x  ,  s'applique 
également  au  cas  général.  Si  on  néglige  d'abord  —  .r 
pour  former  le  produit  bc ,  de  b  par  c  tout  entier  ,  la 
somme  b  sera  répétée  x  fois  de  trop  ,  et  par  conséquent 
le  véritable  produit  sera  b  c  —  bx. 

Pour  retrancher  ce  produit  de  la  somme  ax^  il  faut 
observer  aussi,  comme  dans  l'exemple  numérique  ,  que 
si  on  retranchait  la  quantité  Z>c  toute  entière,  on  Ôterait 
de  trop  la  quantité  bx  dont  la  première  doit  être  dimi- 
nuée d'abord  ;  et  que  par  conséquent  le  véritable  reste 
n'est  pas  seulement  ax  —  b  c  j  mais  ax —  b  c-j-bx. 
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Cette  somme  devant  èti-e  égale  à  d ,  T équation  du 
problème  sera 

ax  —  èc-j-Z>x=:  d  y 
«t  donnera 

ax  -\-  hxr=^d'{-bc  f 
__d-\-bc 
''-'  aJf-b' 

Cette  formule  générale  indiquant  quelles  opération? 
il  faut  faire  sur  les  nombres  donnés  a  ,  b ,  c ,  d,  pour 
obtenir  l'inconnue  X,  on  peut  ou  la  traduire  en  règle,  ou 
bien  y  écrire  à  la  place  des  lettres  a,  b,  c,  d,  les  nombres 
donnés;  le  dernier  procédé  est  ce  qu'on  ap^eWe  substituer 
les  valeurs  des  données,  ou  mefi/'e  la  formule  en  nombres. 
En  y  appliquant  ceux  de  l'exemple  ci-dessus ,  il  vient    ♦ 

28  +  oX  19 

a:= = ^ ; 

bx3 

et  en  effectuant  les  opérations  indiquées,  on  a,  comme 
plus  haut, 

_28-f  56_64_ 


Méthodes  pour  effectuer ,  autant  qu'il  est  possible ,  les 
opérations  indiquées  sur  les  quantités  représentées  par 
des  lettres. 

16.  La  question  précédente  a  fait  voir  qu'il  fallait, 
danscertains  cas,  décomposer  enmultiplicationspartielles 
une  multiplication  indiquée  sur  la  somme  ou  la  diffé- 
rence de  plusieurs  quantités  ;  et  dans  le  numéro  1 1 ,  on 
a  fait  précisément  le  contraire ,  en  décomposant  la  quan- 
tité ax  —  bx-\-  ex ,  qui  représente  le  résultat  de  plu- 
sieurs multiplications  suivies  d'additions  et  de  soustrac- 
tions, dans  les  deux  facteurs  a  —  b-\^c  et  x,  qui  n'in- 
diquent qu'une  seule  multiplication  précédée  d'addition 
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et  de  sousti'action.  Les  raisonnemensdont  on  s'est  seirî 
dans  ces  deux  circonstances,  peuvent  être  réduits  en 
règle>-,  et  il  en  résultera,  sur  lesquantités  représentées 
par  des  lettres  ,  des  opérations  qu'on  a  appelées  multi^ 
plication  et  diviaion  algébriques,  par  l'analogie  qu'elles 
ont  avec  les  opérations  de  l'arithmétique  qui  portent 
les  mêmes  noms. 

On  a  conçu  par  la  même  analogie  deux  opérations 
alo^ébriques  qui  portent  les  noms  d'addition  et  de  sotiS' 
traction  ,  et  dans  lesquelles  on  a  pour  but  de  réunir  en 
une  seule  plusieurs  expressions  algébriques,  ou  de  les 
retrancher  l'une  de  l'autre;  mais  ces  opérations,  comme 
les  précédentes  ,  diffèrent  de  celles  de  l'arithmétique  , 
ence  que  leurs  résultats  n'étant  leplus  souvent  que  des 
indications  d'opérations  à  effectuer  ,  ne  picsentent 
qu'une  transformation  des  opérations  primitivement 
indiquées,  en  d'autres  qui  produisent  le  même  effet.  II 
arrive  seulement,  ou  qu'on  simplifie  les  expressions,  ou 
qu'on  leur  don;ie  une  forme  propre  à  manifester  les 
conditions  qu'il  faut  remplir. 

Pour  expliquer  ces  opérations,  on  appelle  quantités 
monômes  ou  simplement  monômes  ,  celles  qui  n'ont 
qu'un  seul  terme  ,  comme  -4- sa,  — Zab ,  etc.  binômes 
celles  qui  en  ont  deux,  comme  a-\-b^a — b,  5c7 — i.r,  etc. 
fn/iome^ celles  qui  en  ont  trois,  quadrinomes  celles  qui 
en  ont  quatre,  et  en  général  polynômes  les  quantités 
composées  de  plusieurs  termes.  Il  est  bon  d'observer 
qu'on  appelle  aussi  les  monômes  quantités  mcomp/exei', 
«t  les  polynômes  quantités  complexes. 

De  F  addition  des  quantités  algébriques. 

17.  L'addition  des  quantités  monômes  se  fait  en  les 
joignant  par  le  signe  -f  ;  c'est  ainsi  que  b  ajouté  avec  a 
s'indique  par  a  4-  6.  Mais  lorsqu'on  se  propose  d'ajoutei* 

ensemble 
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ensemble  des  expressions  algébriques ,  on  a  en  même 
temps  pour  but  de  simplifier  le  résultat,  en  le  réduisant 
au  plus  petit  nombre  de  termes  possible,  parla  reunioa 
de  plusieurs  de  ces  termes  en  un  seul. 

Cette  réunion  est  celle  qui  a  été  efTectuée  dans 
les  numéros  2  et  5,  en  réduisant  la  quantité  x-f-3^ 
à  2J7,  la  quantité  x-\-x  -\-  x  àSx.  Elle  ne  peut  avoir 
lieu  qu'à  l'égard  des  quantités  exprimées  par  les  mêmes 
lettres,  et  qu'on  appelle  pour  cette  raison  quantités 
semblables.  On  regarde  la  quantité  littérale  comme  une 
unité  qui's<2  trouve  répétée  un  certain  nombre  de  fois; 
c'est  ainsi  que  les  quantités 2a  et  3a,  considérées  comme 
deuxet trois  unités  d'une  espèce  particulière,  forment, 
par  leur  addition,  5  a,  ou  5  unités  de  même  espèce.  De 
même,  ^ab  et  5aè  forment  ^ab. 

Dans  ce  cas,  l'addition  s'opère  sur  les  chiffres  qui  pré- 
cèdent la  quantité  littérale,  et  qui  indiquent  combien  de 
fois  elle  est  répétée.  Ces  chiffres  se  nomment  coeffîciens. 
Le  coefficient  est  donc  le  multiplicateur  de  la  quantité 
devant  laquelle  il  est  placé ,  et  il  faut  se  rappeler  que 
lorsqu'il  n'est  pas  écrit,  il  est  égal  à  l'unité;  car  la  est  la 
même  chose  que  a. 

18.  Lorsqu'il  s'agit  de  réunir  des  quantités  quel- 
conques,  comme 

4a-\-5b  et  2  c -|- 3(i, 

le  total  doit  être  évidemment  composé  de  toutes  lesparties 
ajoutées  ensemble  ;  il  faut  donc  écrire 

4a  -j-  5Z>  -|-  2c  -|-  ùd. 
Si  l'on  avait  au  contraire 

4a-f56  et  2c — "ûdj 

il  faudrait,  dans  la  somme,  écrire  avec  le  signe  — ,  on 

indiquer  comme  soustractive,la  quantité  3t/,  qui,  devant 

être  retranchée  de  2c,  diminuerait  nécessairement  d'au- 

Elém.  d'AL^ibre.  11^  édition.  G 
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tant  la  somme  qu'on  formerait   en  réunissant  2C  aved 
la  première  des  quantités  proposées  ;  et  l'on  aurait 
4a-}-S  b  -\-  2C  —  5d. 

Ces  deux  exemples  font  voir  que  l'addition  algébrique 
des  polynômes  s'effectue  en  écrivant  à  la  suite  les  unes 
des  autres ,  avec  leurs  signes  ,  les  quantités  qu'il  faut 
ajouter,  et  en  observant  que  les  termes  qui  ne  sont  pré- 
cédés d'aucun  signe,  sont  censés  avoir  le  signe-}-. 

L'opération  ci-dessus  n'est ^  à  proprement  parler, 
qu'une  indication  par  laquelle  la  réunion  de  deux  quan- 
tités complexes  est  ramenée  à  l'addition  et  à  la  soustrac- 
tion d'un  certain  nombre  de  quantités  monômes  ;  mais  si 
les  expressions  à  ajouter  contenaient  des  termes  sem- 
blables ,  on  pourrait  réunir  ces  termes  en  opérant  immé- 
diatement sur  leurs  coefEciens. 

Soient,  pour  exemple  ,  les  expressions 
4a  +  9è  —  2c, 
2  a  —  3c-f4^j 
7  ô  -j-     c  —  e  } 
Ja  somme  indiquée  sera,  d'après  la  règle  précédente, 

^a-\-^b  —  2c-|-2a  —  3c-f4^  +  7^4-^  —  ^'   • 

Mais  les  termes  4  et  et  -^-  za  étant  formés  de  quantités, 
pcmblables,  se  réunissent  en  un  seul  égal  à  6a. 

De  même  les  termes  +9^,  +7  ^>  donnent  i6Z>. 

Les  termes  —  2C  et  —  3c  ,  tous  deux  soustractifs  , 
produisent  dans  le  total  le  même  effet  que  la  soustrac- 
tion d'une  quantité  égale  à  leur  somme ,  c'est-à-dire,  que 
} a  soustraction  de  5c  ;  et  comme ,  en  vertu  du  terme  -\-c, 
on  aura  d'une  autre  part  à  ajouter  c ,  il  restera  seulement 
à  retrancher  Ac. 

La  somme  des  expressions  proposées  sera  donc  rame- 
née à 

G  a  -^  iQ  b  —  4^  +  4^ —  ''• 
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î  9 .  La  dernière  opération  pratiquée  ci-dessus ,  et  par 
laquelle  on  réunit  tous  les  termes  semblables  en  un 
Sful ,  quelque  signe  qu'ils  aient ,  se  nomme  la  réduction, 
El/e  s'effectue  en  faisant  la  somme  des  quantités  sembla-^ 
h  les  affectées  du  signe  -j-,  celle  des  quantités  semblables 
aff^ectees  du  signe  — ;  puis  enretranchant  la  plus  petite 
de  ces  deujc  sommes  de  la  plus  grande  ^  et  donnant  au 
reste  le  signe  de  la  plus  grande. 

Il  est  à  remarquer  que  la  réduction  s'applique  à  toutes 
les  opérations  algébriques. 

Voici,  pour  exercer  le  lecteur,  quelques  exemples 
d'additions  avec  leurs  résultats. 
1°.  Ajouter  les  quantités 

'jm-\-3n — i4pH-  17  '* 
3a-f-9"  —  ii77i-|-   2r 
5  p  — 4^+   Stz 
11  n  —  2  b  —   m  —  r  -|-  s 

résultat  77714-0/1—  i4p+  1 77- +  3 a -j- 971 — iiTTz-f  sr 

-j-5p  —  4^~f"  87i-f"ii'^ — 26 — 771 —  r  +  '^• 
Faisantla réduction,  cette  quantité  se  change  en  celle-ci  : 

—  977i-|-3i7i  —  9p  +  i8r-j-3a  —  2b-{^s , 
ou        3i  71  — 9771  —  9p -f- i8r-f- oa  —  2  Z>-|-i' , 
en  commençant  par  un  terme  qui  ait  le  signe  -{-• 
0.°.  Ajouter  les  quantités 

11  b  c  -\-  4(id —  Sac-^-S  cd 
Sac  -^y  b  c  —  2ac?-|-4^rt 
zcd  —  '5ab-^DaC'\-aji 
9 a 71  — 2  b  c  —  2  G  J-f- 5cd 

résultat  11  bc'\-4ad  —  Sac-^5cd-\-Sac-i-'jbc — zad 
•■{- 4mn'\' Q.cd—o ab-^-b ac '\~  a  n  -4-9  c/i  —  2^c 
—  2  ac?-f-5  cd. 
En  réduisant  cette  quantité,  elle  devient 

i^bc'^-'^aC'^'  i-icd-^^mn  —  Z  a  b -y  10  an 

C  2 


56  ÏLÉMENS 

Ve  la  soustraction  des  quantités  algébriques* 

«20.  La  soustraction  des  monômes  s'indique,  ainsi  qu  on 
en  est  convenu ,  en  plaçant  le  signe  —  entre  la  quantité 
à  soustraire  et  celle  dont  on  la  soustrait. 

b  soustrait  de  a,  s'écrit  par  a —  b. 

Lorsque  les  quantités  sont  semblables,  la  soustraction 
s'opère  immédiatement  sur  les  coefficiens. 

Si  de  5a  on  retranche  3a ,  il  vient  pour  reste  2a. 

A  l'égard  de  la  soustraction  des  polynômes ,  il  faut 
distinguer  deux  cas  :  i°.  Si  la  quantité  à  sousti-aire  a 
tous  ses  ternies  affectés  du  signe +,  il  faut  évidem- 
ment leur  donner  le  signe  — ,  puisqu'on  doit  retrancher 
successivement  toutes  les  parties  de  la  quantité  à  sous- 
traire. 

Si,  par  exemple,  de  5a  —  96 +  2^,  on  veut  ôter 
52  c?  -|-  3  e  -|-  4/j  il  faudra  écrire 

ha  —  96  +  2  c  —  2.d —  3  e  —  ^f. 

2°.  Si  la  quantité  à  soustraire  a  des  termes  affectés  du 
signe  —  ,  il  faut  leur  donner  le  signe  +.  En  effet,  si  de 
la  quantité  G,  on  voulait  ôter  h  — c,  et  qu'on  écrivit 
d'abord  a  —  b  ,  on  aurait  diminué  ainsi  a  de  la  quan- 
tité b  toute  entière  ;  mais  la  soustraction  ne  devrait  s'ef- 
fectuer qu'après  avoir  diminué  préalablement  b  de  la 
quantité  c  :  on  a  donc  ôté  de  trop  cette  dernière  quantité, 
qu'il  faut  par  conséquent  restituer  avec  le  signe  +,  ce 
qui  donnera  pour  le  vrai  résultat , 
a  —  b  -\-  c. 

Ce  raisonnement ,  qu'on  peut  appliquer  à  tous  les  cas 
semblables ,  montre  que  le  signe  —  de  c  a  dû  être  changé 
en  +  ;  et  en  rapprochant  ce  résultat  du  précédent,  on  con- 
clura que  la  soustraction  des  quantités  algébriques  s'ef- 
fectue en  écrivant^  à  la  suite  de  la  quantité  dont  on  veut 
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soustraire  une  outre ,  cette  autre  ,  après  en  avoir  changé 
les  signa  -\-  en  — ,  et  les  signes —  en  -}-. 

Lorsqu'on  a  écrit  le  résultat  que  donne  d'abord  la 
règle  énoncée  plus  haut,  on  y  fait,  s'il  y  a  lieu  ,  des  ré- 
ductions conformes  au  précepte  du  numéro  13,  ainsi 
qu'on  le  vo.t  dans    les  exemples  suivans  : 

1°.  Soustraire  de  17  a -f- 2  m  —  9  Z» — 4-"f-33f^ 
la  quantité 5i  a  —  z-jb-^i  ic — 4^^- 

Résultat. ija-\~  2  7n —  3/?  —  4c-\-Q.'5d 

— 5 1  a  +27  b  — 11  c-\'^d. 
Opérant  la  réduction,  cette  quantité  devient 

—  o4a-h2//i4-  18  Z> —  i5c-|-27  J, 
eu  bien 

2  m  —  34  c  +  t8  Z>  —  1 5  c  -|-  27  d. 
2°.  Soustraire  de  5ac — ?>ah-\-c)hc  —  /^am 
la  quantité 8am  —  lah  ■A-wac—r'J  cd. 


Résultat bac  —  %ab-{-^  bc  —  4^^^ 

—  Sam-f  ^ab —  iiac-j-  7cc/. 
Opérant  la  réduction  ,  il  \-ient 

—  Q  ac  —  ^  ah  -\-  ^b  c  —  11  am-^-y  cd  y 
ou  9  Z? c  —  6  a  c  —  '6ab  —  i^^anx-^j  cd. 

De  la  multiplication  des  (Quantités  algébriques^ 

21.  T^nt  qu'on  n'envisage  dans  les  lettres  que  les 
valeurs  numériques  des  quantités  dont  elles  tiennent  la 
place  ,  on  doit  se  former  de  la  multiplication  algébrique 
la  même  idée  que  de  la  multiplication  arithmétique 
{Ai'ithm.  21,  SG).  Ainsi,  multiplier  a  par  h  y  c'est  com- 
poser avec  la  quantité,  représentée  par  a,  une  autre  quan-^ 
tité ,  de  la  même  manière  que  la  quantité  représenter, 
far  b  l'est  avec  V  unité. 

On  a  déjà  fait  connaître  dans  les  numéros  2  et  7  ,  les 
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signes  dont  on  est  convenu  pour  indiquer  la  multiplica- 
tion ;  et  le  produit  de  a  par  b  s'écrirait  en  conséquence 
i?oit  par  a  X  ^  j  ou  par  a  .  è ,  ou  enfin  par  ah. 

On  a  le  plus  souvent  besoin  d'indiqiier  plusieurs  mul- 
tiplications successives ,  comme  celle  de  a  par  b ,  puis 
du  produit  a  b  par  c,  puis  de  ce  dernier  produit  parc^ 
et  ainsi  de  suite.  Dans  ce  cas  il  est  évident  que  le  dernier 
résultat  est  un  nombre  aj-ant  ^^ouv  facteurs  les  nombres 
«  ,  è ,  Cjd  {Arithm.  22)  ;  et ,  en  généralisant  la  dernière 
des  conventions  rappelées  ci-dessus  ,  on  indique  ce  pro-^ 
duit  en  écrivant  à  la  suite  l'un  de  Vautre,  et  sans  au- 
cune interposition  de  si2:ne,  les  facteurs  dont  il  est  formé: 
on  a  de  cette  manière  l'expression  ab  c  cl. 

Réciproquement,  toute  expression  telle  que  ab  cd, 
formée  de  plusieurs  lettres  écrites  immédiatement  à  la 
suite  les  unes  des  autres ,  désigne  toujours  le  produit 
des  nombres  représentés  par  ces  lettres. 

J'ai  déjà  fait  tacitement  usage  de  ces  conven- 
tions ,  dans  lesquelles  les  coeiïiciens  numériques  sont 
aussi  compris,  puisqu'ils  sont  évidemment  facteurs  de  la 
quantité  proposée.  En  effet,  1 5  <7Z>  ce?,  désignant  la  quan- 
tité abcd prise  1 5  fois  ,  exprime  aussi  le  produit  des  cinq 
facteurs  1 5 ,  a ,  3  ,  c ,  r?. 

22.  Il  suit  de  là  que  pour  indiquer  la  multiplication 
de  plusieurs  monômes,  tels  que  ^abc  ^Sdef,  5mn,ïl 
faut  écrire  ces  quantités  à  la  suite  les  unes  des  autres  y 
sans  interposition  de  signe ,  et  il  viendra 

4ab  c6  def5m  n  \ 
mais  comme  on  a  fait  voir  en  arithmétique,  n°  82, 
qu'on  pouvait  intervertir  com.me  on  voulait  l'ordre  des 
facteurs  d'un  prodnit,  sans  que  la  valeur  de  ce  produit 
changeât,  on  profite  de  cette  circonstance  pour  rap- 
procher les  facteurs  numériques ,  dont  la  multiplicatioa 
yieut  s'effectuer  par  les  règles  de  l'arithmétique  :  on 
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conçoit  donc  le    produit  comme  indiqué  dans  l'ordre 
4.o.5ab  cd efm n \  et  effectuant  la  multiplication  des 
nombres  4,  5,  3,  on  aura  seulement 
£o  ab  c defm  71  {'*'). 

20.  L'expression  d'un  produit  s'abrège  beaucoup  lors 
qu'il  contient  des  facteurs  égaux.  Au  lieu  d'écrire  plu- 
sieurs fois  de  suite  la  lettre  qui  représente  un  de  ces 
facteurs  ,  on  ne  la  met  qu'une  fois,  et  on  marque  par  un 
nombre  combien  défais  elle  aurait  dû  être  écrite  comme 
facteur;  mais  parce  que  ce  nombre  indique  des  multi- 
plications successives,  il  doit  être  soigneusement  distingué 
du  coefficient ,  qui  n'indique  que  des  additions  ;  c'eet 
pourquoi  on  le  place  à  la  droite  de  la  lettre  ,  et  un  peu 
au-dessus ,  tandis  que  le  coefRcient  est  toujours  écrit  à 
la  gauche  de  la  lettre  et  sur  la  même  ligne. 

D'après  cette  convention  ,  le  produit  de  crpar  a ,  qui 
serait  indiqué,  suivant  le  numéro  21  ,  par  aa,  devient 
a^.  Le  2  supérieur  marque  que  le  nombre  désigné  par  la 
lettre  a  est  deux  fois  facteur  dans  l'expression  proposée  , 
qu'il  ne  faut  par  conséquent  pas  confondre  avec  2  a ,  qui 
n'est  que  l'abréviation  dea-\-a.  Pour  bien  sentir  l'erreur 
que  l'on  commettrait  en  prenant  l'une  pour  l'autre ,  il 
sufRt  de  substituer  des  nombres  aux  lettres.  Si  l'on  avait, 
par  exemple,  ar=5,  2a  deviendrait  2.5  =  10,  et 
a^  =aX  cL-=5.5^=25. 

En  continuant  cette  marche  ,  on  verra  que  pour  dési- 


(*)  L'nsage  des  symboles  algébriques  abrégeant  beaucoup  la  dé- 
monstration de  cette  proposition ,  j'ai  cru  devoir  la  rappeler  ici  au 
moyen  de  ces  symboles. 

Si  l'on  e'crit  le  produit  abc  def  comme  il  suit  :  ah  c  X  à  e  X/*» 
et  qu'on  change  Tordre  des  deux  facteurs  du  produit  de  pour  avoir 
ed  {Arithm.  27),  il  viendra  abc  X  edy^fon  abcedf.  Il  o.>t 
évident  qu'on  pourra,  par  de  nouvelles  décompositions,  amener  tei 
cbangement  qu'on  voudra  dans  Tordie  des  facteurs  du  produit  pro-- 
|)Ose, 


iJ'^- 


V-2 
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gner  un  produit  dans  lequel  a  serait  trois  fois  facteur ,  il 
faudrait  écrire  û-^,  au  lieu  de  aaa\  de  même  a^  repré- 
sente un  produit  dans  lequel  a  est  cinq  fois  facteur  ,  ou 
équivalent  à  aaaaa. 

24.  Les  produits  formés  ainsi  par  des  multiplications 
successives  d'une  quantité,  sont  appelés  en  général  pu/i- 
sances  de  cette  quantité. 

La  quantité  elle-même ,  ou  a,  se  nomme  la  première 
puissance. 

La  quantité  multipliée  par  elle-même,  ou  aa ,  ou  bien 
c^ ,  est  la  seconde  puissance,  qu'on  appelle  aussi  le 
qiiarré. 

La  quantité  multipliée  deux  fois  de  suite  par  elle- 
même  ,  ou  aûG  ,  ou  bien  c^,  est  la  troisième  puissance, 
qu'on  appelle  aussi  cube  (*). 

En  général ,  une  puissance  quelconque  se  désigne  par 
le  nombre  de  facteurs  égaux  dont  elle  est  formée  :  aP  ou 
bien  aaaaa ^  est  la  cf/z^/u/ème puissance  de  a. 

Pour  montrer  l'application  de  ces  dénominations  ,  je 
prendrai  le  nombre  3 ,  et  j'aurai 

i""^  puissance  5 

û^ 3.3=9      ' 

3^ 3.3. 3r=   q  .  3rr=  27 

4^ 3.3.3.3=::fî7.3=  81 

6^ 3.3.3.3.3z=8i.3r=:243 

etc. 

Le  nombre  qui  marque  la  puissance  d'un  autre  se 
ïiomme  exposant  de  cet  autre. 


(*)  Les  dénominations  de  quarré  et  de  cuhe^  tenant  à  des  considé- 
rations gcoiaetriques ,  et  rompant  Tuniformitë  dans  la  nomenclature 
df  produits  formes  par  des  facteurs  égaux,  sont  très-impropres  en 
Algèlrej  niais  on  les  emploie  frcqueimnieat  à  cause  de  leur  brièveté. 
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L'exposant,  lorsqu'il   e?t   égal  à  l'unité  ,  ne  s'écrit 

point  :  a  e^t  la  même  chose  que  «'. 

On  voit  par  ce  qui  précède  ,  que  ,  pour  former  une 

puissance  d'un  nombre^  il  faut  multiplier  ce   nombre 

par  lui-même  une  fois  de  moins  quil  ny  a  d'unités  dans 

l  exposant  de  la  puissance. 

25.  Puisque  l'exposant  marque  le  nombre  de  facteurs 
égaux  qui  forment  l'ex pression  dont  il  fait  partie  ,  et 
que  le  produit  de  deux  qlla^tite^  doit  avoir  pour  facteurs 
tous  ceux  qui  forment  chacune  de  ces  quantités ,  il  s'en- 
suit que  l'expression  n^,  dans  laquelle  a  est  5  fois  fac- 
teur,  multipliée  par  l'expression  a^^  dans  laquelle  g  est 
5  fois  facteur ,  doit  donner  un  produit  dans  lequel  a 
soit  8  fois  facteur  ,  par  conséquent  exprimé  par  û^^  et 
qu'en  général  le  produit  de  deux  puissances  du  même 
nombre  doit  avoir  pour  exposant  la  somme  de  ceux  du 
muliiplicande  et  du  multiplicateur. 

23.  Il  suit  de  là  que  lorsque  deux  monômes  ont  des 
lettres  communes ,  on  peut  abréger  l'expression  du  pro- 
duit de  ces  quantités  ,  en  ajoutant  tout  de  suite  les  expo- 
sons des  lettres  semblables  du  multiplicande  et  du  mul- 
tiplicateur. 

Par  exemple ,  l'expression  du  produit  des  quantités 
a^  P  c  et  a^  è^  t''  d,  qui  serait  a""  b^  c  a^  />^  c^  d,  suivant 
les  conventions  du  numéro  2i  ,  s'abrège  en  assemblant 
les  facteurs  désignés  par  la  même  lettre ,  ce  qui 
donne 

a"  «^  F'  b'^'cc^d  , 
d'où  on  conclut 

.a'  F  c"  d, 
ea  écrivant 

a^  au  lieu  de  «'  o* 
b^  au  lieu  de  F  b'^ 
c^  au  lieu  de  c  c"  ou  de  c'  c^. 
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27.  De  même  qu'on  distingue  les  puissances  par  la 
nombre  de  facteurs  égaux  dont  elles  sont  formées ,  on 
classe  aussi  les  produits  quelconques  par  le  nombre  des 
facteurs  simples  ou  premiers  qui  les  forment  ;  et  je  don- 
nerai à  ces  classes  le  nom  de  degrés  Le  produit  a^  P  c 
sera,  par  exemple,  du  6^  degré,  parce  qu'il  renferme 
6  facteurs  simples  ,  savoir  :  2  facteurs  a,  3  facteurs  b  et 
1  facteur  c.  Il  est  évident  que  les  facteurs  a,  b  etc,  re- 
gardés ici  comme  premiers  ,  ne  le  sont  qu'eu  égard  à 
l'Algèbre ,  qui  ne  permet  pas  de  les  décomposer  ;  mais 
ils  peuvent  représenter  d'ailleurs  des  nombres  composés  : 
il  ne  s'agit  ici  que  de  leur  état  général  (*). 

Les  coefïiciens  exprimés  en  nombres   ne  comptent 

pointdansl'estiraation  du  degré  des  quantitésalgébriques; 
on  n'a  égard  qu'aux  lettres. 

Il  est  évident  (21  ,  20)  que  lorsqu'on  multiplie  deux 
monômes  l'un  par  l'autre,  le  nombre  quimarque  le  degré 
du  produit  est  la  somme  de  ceux  qui  marquent  le  degré 
de  chacun  de  ces  monômes. 

28.  La  multiplication  des  quantités  complexes  se  ra- 
mène à  celle  des  quantités  monômes,  en  considérant  à 
part  chaque  terme  du  multiplicande  et  du  multiplica- 
teur, de  même  qu'en  arithmétique,  on  opère  en  particu- 
lier sur  chaque  chiffre  des  nombres  qu'on  se  propose  de 
multipHer  {Arithm.  33)  ;  la  réunion  des  produits  par- 


C)  Par  une  suite  de  l'analogie  indiquée  dans  la  note  de  la  page  4o, 
on  appelle  communément  dirnsmions  ce  que  je  nomme  degrés.  L'ex- 
pression rapportée  ci-dessus  aurait,  dans  le  langage  ordinaire,  6  di- 
mensions. Cet  exemple  prouve  bien  l'absurnité  de  Fancienne  nomen- 
clature, établie  sur  ce  que  les  produits  de  2  ou  de  3  facteurs  mesurent 
ies  aires  des  surfaces  et  les  volumes  des  corps  ,  qui  ont  deux  ou  trois 
dimensions  j  mais  passe  ce  terme,  la  correspondance  entre  les 
expressions  algébriques  et  les  figures  géomelriques  cesse,  puisque 
l'étendue  ue  peut  avoir  plus  de  trois  dimcnsious. 
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tiels  compose  le  produit  total  :  mais  l'Algèbre  présente 
une  circonstance  qui  ne  se  tiouve  pas  dans  les  nombres. 
Ceux-ci  n'ont  point  de  termes  à  retrancher,  ou  da 
parties  soustractives  ;  les  unités  ,  dixaines  ,  cen- 
taines, etc.  qui  les  forment,  sont  toujours  censées  ajou- 
tées entre  elles,  et  alors  il  est  bien  évident  que  le  produit 
total  doit  se  former  de  la  somme  des  produits  de  chaque 
partie  du  multiplicande  par  chaque  partie  du  multipli- 
cateur. 

Il  en  est  de  même  lorsqu'il  s'agit  des  expressions  litté^ 
raies  dont  tous  les  termes  sont  assembles  par  le  signe-}-. 

Le  produit  de       a  -\-  b 
multiplié  par  c 

est  a  c-|-Z>  c, 

et  s'obtient  en  multipliant  chaque  partie  du  multipli- 
cande par  le  multiplicateur ,  et  en  ajoutant  les  deux 
produits  partiels  a  c  et  ^  c.  Si  le  multiplicande  con- 
tenait plus  de  deux  parties ,  l'opération  serait  toujours 
la  même. 

Lorsque  le  multiplicateur  est  la  somme  de  plusieurs 
termes,  il  est  visible  que  le  produit  se  compose  de  la 
somme  des  produits  du  multiplicande  par  chaque  terras 
du  multiplicateur. 

Le  produit  de       «  -f-  Z> 
multiplié  par  c  -\-  d 

^  f  ac  -^  b  c 

est  «V 

i  ^ad-^-bd; 

car  en  multipliant  d'abord  g  -f  5  par  c ,  on  obtient 
ac-}-  b  Cj'puis  en  multipliant  a-^  b  par  le  second  terme  d 
du  multiplicateur,  on  trouve  a  d-\-  b  d,  et  la  somme  de 
ces  deux  résultats  donne  ac-\-bc-\-ad-^bd  pour  le 
total. 

£9,  Lorsque  le  multiplicande  contient  des  parties 
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soustractives ,  les  produits  de  ces  parties  par  le  multipli- 
cateur doivent  être  retranchés  des  autres,  c'est-à-dire, 
aflectés  du  signe  — .  Par  exemple  ^ 

le  produit  de       a—  b 
multiplié  par        c 

est  ac — bc; 

car  chaque  fois  qu'on  prendra  toute  entière  la  quantité  a, 
qui  aurait  du  être  diminuée  de  b  avant  la  multiplication, 
on  prendra  de  trop  la  quantité  b  •  le  produit  a  c,  dans 
lequel  a  tout  entier  est  pris  autant  de  fois  que  le  marque 
ïe  nombre  c,  surpassera  par  conséquent  le  produit  cher- 
ché de  la  quantité  b  ,  prise  autant  de  fois  que  le  marque 
le  nombre  c,  ou  du  produit  Z>  c  :  il  faudra  donc  retran- 
cher Z>c  de  aCj  ce  qui  donnera,  comme  ci-dessus, 

ac  —  bc. 

Le  même  raisonnement  s'appliquerait  à  chacune  des 
parties  soustractives  du  multiplicande,  quel  qu'en  fût  le 
nombre  ,  et  quel  que  fût  celui  des  termes  du  multiplica- 
teur ,  pourvu  qu'ils  fussent  tous  affectés  du  signe  -\-. 
En  observant  que  les  termes  qui  n'ont  pas  de  signe  sont 
censés  avoir  le  signe  -j-  ,  on  voit  par  ces  exemples  que 
les  termes  du  multiplicande  affectés  du  signe  -f- ,  donnent 
un  produit  partiel  affecté  du  signe  -f-,  tandis  que  ceux 
qui  sont  affectés  du  signe  — ,  en  donnent  un  affecté  du 
signe  — .  Il  suit  de  là  que  lorsque  le  multiplicateur  par- 
tiel a  le  signe  -j- ,  le  produit  partiel  a  le  même  signe  eue 
le  multiplicande  partiel. 

3o.  Le  contrairealieuquandle  multiplicateur  contient 
des  parties  soustractives  ;  les  produits  formés  par  ces  par- 
ties doivent  être  pris  avec  un  signe  contraire  à  celui  qu'ils 
auraient ,  d'après  la  règle  précédente.  On  s'en  conYaincra 
par  l'exemple  suivant. 
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Soit  le  multiplicande         a  —  b 
le  multiplicateur         c  —  d 


1  1    •  f      ^^ — ^^ 

le  produit  sera  {_„^^é^. 


carie  produit  du  multiplicande  par  le  premier  terme  c 
du  multiplicateur, sera,  par  l'exempleprécédent,  ac — hc, 
mais  en  prenant  c  tout  entier  pour  multiplicateur ,  au 
lieu  de  c  diminué  de  c/,  on  prend  la  quantité  a  —  b  au- 
tant de  fois  de  trop  que  le  marque  le  nombre  (/;  ainsi , 
le  produit  ac — ^c- surpasse  celui  qu'on  cherche  du  pro- 
duit de  a  —  b  par  d.  Or  ce  dernier  est ,  par  ce  qui  pré- 
cède ,  ad-^bd;  et  pour  le  retrancher  du  premier,  il 
faut  en  changer  les  signes  (2c)  :  on  aura  donc 
a  c  —  b  c  —  a  d-^b  d  pour  le  résultat  demandé. 

3i.  En  résumant  les  conséquences  des  exemples  ci- 
dessus,  on  en  conclura  que  la  multiplication  des  poly- 
nômes s'effectue  en  multipliant  successivement ,  selon  les 
règles  données  pour  les  monômes  (n°'  2 1  — 2G) ,  tous  les 
termes  du  multiplicandepar  chaque  terme  du  multiplica-' 
teur,  et  en  observant  que  si  le  mulliplicateur  partiel  a  le 
signe  -f- ,  le  produit  partiel  doit  avoir  le  même  signe  que 
le  multiplicande  partiel ,  et  le  signe  contraire ^  si  le  mul- 
tiplicateur partiel  a  le  signe  — . 

Si  on  développe  les  diiférens  cas  de  cette  dernière 
règle  ,  on  trouvera  , 

1°.  Qu'un  terme  ayant  le  signe  +  ,  multiphé  par  un 
terme  ayant  le  signe  -j-,  donne  ua  produit  qui  a  le 
signe  -I-  ; 

2°.  Qu^un  terme  ayant  le  signe  — ,  multiplié  par  im 
terme  ayant  le  signe  -|- ,  donne  un  produit  qui   a  le 

signe  —  ; 

3=.  Qu'un  terme  ayant  le  signe  -|-,  multiplié  par  un 
terme  aj-ant  le  signe  — ,   donne  un  produit  qui  a  le 
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4^.  Qu'un  terme  ayant  le  signe  —  ,  multiplié  par  tm 
terme  ayant  le  signe  — ,  donne  un  produit  qui  a  le 
signe  -|-. 

Ce  tableau  fait  voir  que  lorsque  le  multiplicande  et  le 
multiplicateur  partiels  ont  le  même  signe  ,  le  produit  a 
le  signe  -f-,  et  que  s'ils  ont  des  signes  dijférens,  le  pro- 
duit a  le  signe  — . 

Afm  de  faciliter  la  pratique  de  la  multiplication  des 
polynômes  ,  voici  la  récapitulation  des  règles  qu'il  faut 
suivre  dans  cette  opération. 

1°.  Déterminer  le  signe  de  chaque  produit  partiel, 
d'après  la  règle  ci-dessus  :  c'est  la  règle  des  signes. 

2°.  Former  le  coefficient  ^  en  faisant  le  produit  de 
ceux  du  multiplicande  et  du  multiplicateur  partiels 
(  22)  .•  c'est  la  règle  des  coeiïïciens. 

S^*.  Ecrire  à  la  suite  les  unes  des  autres  toutes  les  lettres 
différentes  ,  contenues  dans  le  multiplicande  et  dans 
lemultiplicateur  partiels  {0.1)  ;  c'est  la  règle  des  lettres. 

4°.  Donner  aux  lettres  communes'  au  multiplicande 
et  ou  multiplicateur  partiels ,  un  exposant  égal  à  la 
somme  de  ceux  qu  elles  ont  dans  ce  multiplicande 
et  dans  ce  multiplicateur  (26)  .•  c'est  la  règle  des  ex- 
posans. 

32.  L'exemple  ci-dessouS'OÎFre  l'application  de  toutes 
ces  règles. 

Multiplicande       Sa^ — 2.a^b-\-^a^h^ 
Multiplicateur  -     a^—4a''b'\-QP 

Produits)        ^^^,^_^g^3^,__^g^,^3 

P^""^^^'  {-^ioa^P—4a^M^Sa^b^ 

Résultat  réduit  5a7_22a^Z)+i  2a^è^— 6a-^Z>^-^a^M_|-8a*è''^» 

La  première  ligne  des  produits  partiels  contient  ceux 
de  tous  les  termes  du  multiplicande  par  le  premier  terme 
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t^  du  multiplicateur  ;  ce  terme  étant  censé  avoir  le 
si£çne  -f-,  les  produits  qu'il  donne  ont  les  mêmes  signes 
que  les  termes  correspondans  du  multiplicande  (3i). 

Le  premier  terme  5  a^  du  multiplicande  ayant  le 
signe  -j-  ,  on  n'écrit  pas  celui  du  premier  produit  partiel, 
qui  serait  aussi  -f-  ;  le  coeilicient  5  de  a^  étant  multiplié 
par  le  coefficient  1  de  a^,  donne  5  pour  celui  du  produit 
partiel  ;  la  somme  des  deux  exposans  de  la  lettre  a 
est  44-3  ou  7  :  le  premier  produit  partiel  est  donc  5a\ 

Le  second  terme  —  2  a^  b  du  multiplicande  ayant  le 
signe  —  ,  le  produit  a  le  signe  —  ;  le  coefficient  2  de 
a-^  b ,  multiplié  parle  coefficient  1  de  a^ ,  donne  2  pour 
coefficient  du  produit;  l'exposant  de  la  lettre  a  ,  com- 
mune aux  termes  qu'on  multiplie  ,  est  3  -{-  3  ou  6 ,  et  on 
écrit  à  la  suite  la  lettre  b ,  qui  ne  se  trouve  que  dans  le 
multiplicande  partiel  :  le  second  produit  partiel  est  donc 
—  2a^b. 

Le  troisième  terme  +4^*  ^^  donne  un  produit  partiel 
aiïecté  du  signe  -f- ,  et  que  ,  par  les  règles  appliquées 
aux  deux  termes  précédens  ,  on  trouve  de  -f-  4^^^^- 

La  seconde  ligne  contient  les  produits  de  tous  les 
termes  du  multiplicande  par  le  second  terme  —  4  ^'^  ^  ^^ 
multiplicateur;  ce  dernier  ayant  le  signe — ,  tous  les 
produits  qu'il  donne  doivent  avoir  des  signes  contraires 
à  ceux  des  termes  correspondans  du  multiplicande  :  les 
coefficiens  ,  les  lettres  et  les  exposans  se  forment  comme 
dans  la  ligne  précédente. 

La  troisième  ligne  enfm  renferme  les  produits  de  tou? 
les  termes  du  multiplicande  par  le  troisième  terme  -)-  2  è"* 
du  multiplicateur  ;  ce  terme  ayant  le  signe  -f-  j  tous  les 
produits  qu'il  donne  ont  le  même  signe  que  les  termes 
correspondans  du  multiplicande. 

Après  avoir  formé  tous  les  produits  partiels  dont  se 
compose  le  produit  total,  on  examine  attentivement  ce 
dernier ,  pour  yoir  s'il  ne  renferme  pas  des  termes  sera- 
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blabîes.  Lorsqu'il  en  contient,  on  les  réduit,  suivant  là 
règle  du  numéro  jq,  en  observant  que  deux  termes, 
pour  être  semblables  ,  doivent  contenir  non-seulement 
les  mêmes  lettres,  mais  encore  affectés  des  mêmes  ex- 
posans.  Dans  l'exemple  ci-dessus,  il  y  a  trois  réductions, 
savoir  : 

—  aa^b    et  —  loa^b  ,     ce  qui  donne     *—  22a°3 
-f-    ^aPh""  et  +   8a^è^,     ce  qui  donne     -f-  iia'b^ 

—  i^a^b^  et  -\-ioa^b'^y     ce  qui  donne     —    Ç,a^b'^. 

Ces  réductions  étant  effectuées ,  on  a  pour  résultat  la 
dernière  ligne  de  l'exemple. 

Voici  encore  ,  pour  exercer  le  lecteur,  un  exemple 
de  multiplication  ,  qu'il  est  facile  d'effectuer  d'après  ce 
qui  précède. 


Multiplicande 
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33.  Les  procédés  de  la  multiplication  font  voir  que  si 
t3us  les  termes  du  multiplicande  sont  du  même  de- 
gré (27),  et  que  ceux  du  multiplicateur  soient  aussi 
du  même  degré ,  tous  les  termes  du  produit  seront  du 
degré  marqué  par  la  somme  des  nombres  qui  désignent 
le  degré  des  termes  de  chacun  des  facteurs. 

Dans  le  premier  exemple ,  le  multiplicande  est  du 
quatrième  degré ,  le  multiplicateur  du  troisième  ;  le  pro- 
duit est  du  septième. 

Dans  le  second  exemple,  le  multiplicande  est  du 
sixième  degré,  le  multiplicateur  du  troisième;  le  produit 
est  du  neuvième. 

Les  expressions  comme  celles  qu'on  vient  de  rappeler, 
dont  tous  les  termes  sont  du  même  degré,  se  nomment 
expressions  homogènes.  La  remarque  qu'on  vientde  faire 
îur  leurs  produits  ,  est  utile  pour  prévenir  les  erreurs 
qu'on  pourrait  commettre  en  oubliant  quelques-uns  des 
facteurs  dans  les  multiplications  partielles. 

54.  Les  opérations  algébriques  effectuées  sur  des 
quantités  littérales  ,  laissant  voir  comment  les  diverses 
parties  de  ces  quantités  concourent  à  la  formation 
des  résultats  ,  font  souvent  connaître  des  propriétés 
générales  des  nombres,  indépendantes  d'aucun  sys- 
tème de  numération.  Les  multiplications  ci -après  con- 
duisent à  des  conséquences  de  ce  genre,  très-remar-» 
quables  et  d'une  application  fréquente  dans  la  suite. 
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a^-{-oa''b-{-3ab''-{-b^. 

La  première,  de  laquelle  il  résulte  que  la  quantité 
G  4-  Z> ,  multipliée  par  a—  b  ,  donne  a^ — b* ,  fait  voir 
xjue  si  on  multiplie  la  somme  de  deux  nombres  par  leur 
différence  ^  le  produit  sein  la  différence  des  quairés  de 
ces  nombres. 

Si  l'on  prend ,  par  exemple  ,  la  somme  1 1  des  nombres 
7  et  4 ,  qu'on  la  multiplie  par  la  différence  3  de  ces 
nombres,  le  produit  5  X  1 1  ou  33  sera  égal  à  la  diffé- 
rence entre  49  ,  quarré  de  7  ,  et  i6  ,  quaiTé  de  4- 

Par  le  second  exemple  ,  dans  lequel  a-\-b  est  deux 
fois  facteur ,  on  apprend  que  la  seconde  puissance ,  ou  le 
quarré,  d'une  quantité  composée  de  deux  parties^  a  et  b> 
contient  le  quarre  de  la  première  partie^  plus  le  double  du, 
produit  de  la  première  partie  par  la  seconde ,  plus  le 
quarré  de  la  seconde. 

Le  troisième  exemple  ,  où  on  a  multiplié  la  seconde 
puissance  de  a4"  ^  P^^  ^^  première ,  montre  que ,  la  troi^ 
sieme  puissance^  on  le  cube,  d'une  quantité  composée  de 
deux  parties ,  renferme  le  cube  de  la  première ,  plus  trois 
fois  le  quarré  de  la  première  multiplié  par  la  seconde  , 
plus  trois  fois  la  première  multipliée  par  le  quar.œ  de  la 
seconda ,  plus  enfin  le  cube  de  la  seconde. 
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35.  Comme  il  est  souvent  nécessaire  de  décomposer 
tme  quantité  dans  ses  facteurs ,  et  de  laisser  toujours  en 
évidence,  le  plus  qu'il  est  possible  ,  la  formation  des 
quantités  que  l'on  considère ,  on  n'effectue  les  opérations 
algébriques  que  lorsqu'on  ne  peut  s'en  dispenser  absolu- 
ment ;  et  il  faut,  pour  cette  raison,  établir  des  signes 
propres  à  indiquer  la  multiplication  entre  des  quantités 
complexes. 

On  se  sert  en  effet  des  parenthèses  ou  crochets,  entre 
I  lesquels  on  renferme  les  différens  facteurs  du  produit 

indiqué.  L'expression 

par  exemple,  indique  le  produit  des  quantités  complexes 
I  5û4— 3û=^è=^-f-M,    '^ab^^ac*-^d?  et   Z»"^— c^ 

Quelques  auteurs  déjà  un  peu  anciens,  se  sont  servis  de 
^  j,,j    '  barres  placées  au-dessus  des  facteurs,  comme  on  le  voit 

ci-dessous. 


liiais  lés  barres  pouvant  être  prolongées  plus  ou  moins 
qu'il  ne  faut ,  rendent  ce  signe  moins  précis  que  les 
parenthèses  ,  qui  ne  laissent  jamais  d'équivoque  sur  la 
totahté  des  quantités  comprises  dans  chaque  facteur  : 
aussi  ont-elles  prévalu. 

De  la  division  des  quantités  algébriques. 

36.  La  division  algébrique  doit  être  considérée,  ainsi 
•que  la  division  arithmétique  ,  comme  une  opération 
fîervant  à  découvrir  l'un  des  facteurs  d'un  produit  donné 
lorsqu'on  connaît  l'autre.  D'après  cette  définition  ,  le 
quotient,  multiplié  par  le  diviseur,  doit  reproduire  la 
dividende. 

En  appliquant  ces  notions  aux  quantités  monômes  , 
on  verra  par  le  n°  a  i ,  que  le  dividende  est  formé  des 
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facteurs  du  diviseur  et  de  ceux  du  quotient  ;  donc  ,  eii 
supprimant  dans  le  dividende  tous  les  facteurs  qui  com-^ 
posent  le  diviseur,  le  résultat  sera  le  quotient  cherché. 

Soit,  par  exemple,  le  monôme  '/2a^P t^dk  diviser 
par  le  monôme  9  û^  ^  c*  i  il  faut ,  suivant  la  règle  énon- 
cée ci-dessus,  supprimer  dans  la  première  de  ces  quan- 
tités ,  les  facteurs  de  la  seconde  ,  qui  sont  r.espective-«- 
ment 

9,       o^       b,       et       c^: 

il  faut  donc ,  pour  que  la  division  puisse  s'effectuer  , 
que  ces  facteurs  soient  dans  le  dividende.  En  les  prenant 
par  ordre,  on  voit  d'abord  que  le  coeiFicientg  du  divi- 
seur doit  être  facteur  du  coefficient  72  du  dividende ,  ou 
que  3  doit  diviser  exactement  72  ;  c'est  ce  qui  a  lieu,  en 
elfet,  puisque72=q  X  8  :  en  supprimant  donc  le  fac- 
teur 9  ,  il  restera  le  facteur  8  pour  coeilicient  du  quo- 
tient. 

Il  suit  encore  des  règles  de  la  multiplication  (20), 
que  l'exposant  5  de  la  lettre  a  dans  le  dividende ,  est  la 
somme  des  exposans  qu'elle  a  dans  lé  diviseur  et  dans 
le  quotient;  ce  dernier  exposant  sera  par  conséquent 
la  dilTérence  entre  les  deux  autres,  ou 5  —  3  =  2  :  ainsi 
la  lettre  a  aura,  dans  le  quotient,  l'exposant  2.  Par  la 
même  raison ,  la  lettre  h  aura ,  dans  le  quotient ,  un 
exposant  égal  à  3  —  1 ,  ou  2.  Enfin  le  facteur  c^  étant 
commun  au  diudende  et  au  diviseur,  doit  être  sup- 
primé ;  et  l'on  aura  par  conséquent 

8  a^  h^d 
pour  le  quotient  demandé. 

On  raisonnerait  de  même  sur  tout  autre  exemple  ;  et 
on  conclura  de  ce  qui  précède  ,  que  ,  pour  effectuer  la 
division  des  quantités  monômes,  il  faut  diviser  le  coeffi- 
cient du  dividende  par  celui  du  diviseur  ; 

Supprimer  dans  le  dividende  les  lettres  qui  lui  sort 
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communes  avec  le  diviseur,  lorsqu  elles  ont  la  mêm,eeX'^ 
posant;  et  lorsque  l'exposant  n  est  pas  le  même,  retran^ 
cher  l'exposant  du  diviseur  de  celui  du  dividende,  le 
reste  étant  l'exposant  que  doit  avoir  la  lettre  dans  le 
quotient; 

Enfin  écrire  au  quotient  les  lettres  du  dividende  qui  ne 
sont  pas  dans  le  diviseur. 

37.  En  appliquant  la  règle  donnée  ci-des&us  pour 
former  l'exposant  des  lettres  du  quotient ,  à  une  lettre 
qui  aurait  le  même  exposant  dans  le  dividende  et  dans 
le  diviseur,  on  trouverait  zéro  pour  l'exposant  qu'elle 
devrait  avoir  au  quotient  :  a^  divisé  par  a^,  par  exemple  , 
donnerait  a°.  Pour  savoir  ce  que  peut  signifier  une  pa- 
reille expression  ,  il  faut  remonter  à  son  origine,  et  con- 
sidérer que,  représentant  le  quotient  de  la  division  de  la 
quantité  a^  par  elle-même  ,  elle  doit  répondre  à  l'unité , 
qui  marque  combien  de  fois  une  quantité  quelconque  se 
contient  elle-même.  Il  suit  de  là  que  l'expression  a°  est 
unsymbole  équivalent  à  l'unité,  et  qu'on  doit  remplacer 
par  conséquent  par  i.  On  peut  donc  se  dispenser  d'écrire 
les  lettres  qui  nnt  zéro  pour  exposant ,  puisqu  alors  cha- 
cune d'elles  ne  représente  que  l'unité.  Ainsi  ,a^bc'^  divisé 
par  a'^hc'^,  donnant  à"  b°  c° ,  revient  à  a ,  comme  on  peut 
aussi  s'en  assurer  en  effectuant  la  suppression  des  fac- 
teurs communs  au  dividende  et  au  diviseur. 

On  voit  par  là  que  cette  proposition  :  Toute  quantité 
qui  a  zéro  pour  exposant ,  vaut  alors  1 ,  n'est,  à  propre- 
ment parler,  que  l'explication  d'un  résultat  auquel  con- 
duit la  convention  faite  sur  la  manière  d'écrire  les  puis- 
sances des  quantités  par  les  exposans. 

Pour  que  la  division  puisse  s'effectuer,  il  faut,  1°.  que 
le  diviseur  ne  renferme  aucune  lettre  qui  ne  se  trouve 
dans  le  di\ddende  ;  2°.  que  l'exposant  des  lettres,  dans 
}e  divl^cur^  ne  S'jrpas:?e  point  celui  qu'elles  ont  dans  le 
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dividende;  5''.  enlin,  que  le  coefiicient  du  diviseur  divise 
exactement  celui  du  dividende. 

38.  Lorsque  ces  conditions  n'ont  pas  lieu,  la  division. 
iie  peut  que  s'indiquer  sous  la  forme  d'une  fraction , 
d'après  la  convention  du  numéro  2  ;  et  il  faut  chercher 
ensuite  à  simphfier  cette  fraction  ,  en  supprimant  les 
focteurs  qui  sont  communs  en  même  temps  au  dividende 
et  au  diviseur,  s'il  y  en  a  de  tels  ;  car  (^Anthm.  67  )  il 
e-t  visible  que  les  principes  sur  lesquels  repose  la  théorie 
des  fractions  arithmétiques,  étant  indépendajis  de  toute 
valeurparticulièrede  leurs  termes,  conviennent  aux  frac- 
tions représentées  par  des  lettres,  comme  à  celles  qui. 
sont  exprimées  par  des  nombres. 

D'après  ces  principes,  on  supprime  d'abord  les  facteurs 
numériques  communs  aux  coejficiens  du  dividende  et  du 
diviseur^  puis  les  lettres  qui  sont  communes  au  dividende 
et  au  diviseur j  et  qui  ont  le  même  exposant  dans  l'un  et 
dtins  Vautre.  Lorsque  l'exposant  n'est  pas  le  jnéme,  on 
letranche  leplus petit  du pliu grand ,  et  on  donne  ce  reste 
pour  exposant  à  la  lettre  y  qu'on  n'écrit  que  dans  celui 
des  deux  termes  de  la  fraction  où  elle  avait  le  plus  haut 
exposant. 

L'exemple  suivant  éclaircira  cette  règle. 

Soit  480^^^'**^  à  diviser  par  G4^^^^^^^'>  ^^  quotient 
ne  peut  que  s'mdiquer  sous  la  foi'me  fractionnaire 

e4aH^  c^e  ' 
mais  les  coefllciens  48  et  64  étant  tous  deux  divisibles 
par  16  ,  en  supprimant  ce  facteur  commun  ,  le  coeffi- 
cient du  numérateur  deviendra  3 ,  et  celui  du  déno- 
minateur 4.  La  lettre  a  ayant  le  même  exposant  3  dans 
les  deux  termes  de  la  fraction  ,  il  s'ensuit  que  a-^  est  un 
facteur  commun  au  dividende  et  au  diviseur ,  et  qu'on 
peut  aussi  le  supprimer. 
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Pour  connaître  le  nombre  de  facteurs  b  communs  aux 
deux  termes  de  la  fraction ,  il  faut  diviser  le  plus  élevé , 
qui  est  Z>^,  par  h^y  suivant  la  règle  donnée  plus  haut ,  et 
le  quotient  è*  nous  apprend  que  b^z=ib^'X  b^-  Suppri- 
mant donc  le  facteur  commun  è^,  il  restera  dans  le  nu- 
mérateur le  facteur  b^. 

Par  rapport  à  la  lettre  c  ,  le  facteur  le  plus  élevé  étant 
c^  au  dénominateur,  si  on  le  divise  par  c^,  on  le  décom- 
posera en  c^  X  c^  ;  et  supprimant  le  facteur  c^y  commun 
aux  deux  termes  ,  cette  lettre  disparaîtra  du  numéra- 
teur, mais  restera  au  dénominateur  avec  l'exposant  2. 

Enfin  les  lettres  det  e  resteront  à  leurs  places  respec- 
tives ,  puisque  dans  l'état  où  elles  sont ,  elles  n'indiquent 
aucun  facteur  qui  soit  commun  à  l'un  et  à  l'autre. 

Par  ces  diverses  opérations ,  la  fraction  proposée  se 
réduit  à 

c'est  sa  plus  simple  expression,  tant  qu'on  ne  donne  au- 
cune valeur  numérique  aux  lettres  \  car  elle  pourrait  se 
réduire  encore  si  ces  lettres  étaient  remplacées  par  des 
nombres  contenant  des  facteurs  communs. 

39.  Une  observation  qu'il  ne  faut  pas  manquer  de 
faire,  c'est  que  si  tousles  facteurs  du  dividende  entraient 
dans  le  diviseur ,  qui ,  de  plus ,  en  contiendrait  encore 
d'autres  qui  lui  seraient  particuliers ,  il  faudrait ,  après 
la  suppression  des  premiers  facteurs ,  mettre  l'unité  à  la 
place  du  dividende,  au  numérateur  de  la  fraction.  En 
effet,  dans  ce  cas  on  peut  supprimer  dans  les  deux  termes 
de  lu  fraction,  tous  les  facteurs  du  numérateur,  c'est-à- 
dire  ,  diviser  les  deux  termes  de  la  fraction  par  le  numé- 
rateur ;  mais  celui-ci  étant  divisé  par  lui-même  ,  doit 
donner  l'unité  pour  le  quotient  dont  il  faut  faire  le  nou= 
veau  numérateur. 
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Soit  pour  exemple  la  fraction 
4a''b  c 
12  a'b^cd' 
les  facteurs  1 2 ,  c^ ,  6^  et  c ,  se  divisant  respectivement 
par  les  facteurs  4,  û*  ,  ^  et  c,  c'est  comme  si  on  divisait 
les  deux  termes  de  la  fraction  proposée  par  le  numé- 
rateur 4  û^  ^  c  ;    or  la  quantité  4  û^  ^  c  divisée  par  elle- 
même,  donne  1  pour  quotient ,  et  la  quantité  12  a^P  cd 
divisée  par  la  première ,  donne ,  par  les  règles  ci-dessus  , 
ob^  d:  la  nouvelle  fraction  est  donc 

1 
Wd' 
40.  Il  suit  des  règles  de  la  multiplication ,  que  lors- 
qu'une quantité  mouome  multiplie  une  quantité  poly- 
nôme, elle  devient  facteur  commun  de  tous  les  termes  de 
celle-ci.  On  profite  de  cette  obsen^ation  pour  simplifier 
les  fractions  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont 
des  polynômes  ayant  des  facteurs  communs  à  tous  leurs 
termes. 

Soit  l'expression 

Qa^  — 3  a''bc'\' 12  a''c\ 
^a^b-'iSa'C'\-2/^a?  ' 
en  examinant  la  quantité  Q  a^  —  o  c^  Z>  c-|-  1 2  a^  c^  ,  o?i 
voit  que  le  facteur  a^  est  commun  à  tous  ses  termes ,  puis- 
que a*  =:a'^  Xc%  et  qu*en  outre  les  nombres  6  ,  3  et  12 
sont  tous  divisibles  par  3  ;  ensorte  que 
6a4— 3a^èc-fi2aV=2a=^X3a^— Z>cX3a=^-|-4c^X3a=. 
De  même  le  dénominateur  a  pour  facteur  commun  3  cv"  ; 
car  les  facteurs  a^  et  3  entrent  dans  tous  ses  termes,  etl'ona 
ga^è  — i5a"c-f24a3:=3Z?X3a^— 5cX3a"-f-8aX3a^ 
Supprimant  donc  le  facteur  3  a^,  tant  dans  le  numérateur 
quedansle  dénominateur,  la  fraction  proposée  deviendra 
2a'-—bc-]-/^c' 
36-5c4-8fl.' 
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41 .  Je  passe  maintenant  au  cas  où  le  dividende  et  le 
'  diviseur  sont  tous  deux  complexes  ,  et  dans  lequel  on 

ne  peut  plus  reconnaître,  à  la  première  vue,  si  le  divi-^ 
seur  est  ou  n'est  pas  facteur  du  dividende. 

Puisque  le  diviseur ,  multiplié  par  le  quotient ,  doit 
reproduire  le  dividende ,  il  faut  que  ce  dernier  contienne 
tous  les  produits  partiels  de  chaque  terme  du  diviseur  par 
chaque  terme  du  quotient  ;  et  si  on  pouvait  retrouver  les 
produits  formés  par  chaque  terme  du  diviseur  en  parti- 
culier ,  en  les  divisant  par  ce  terme  qui  est  connu,  on  ol> 

/'  tiendrait  ceux  du  quotient ,  de  la  mems  manière  qu'en 

arithmétique  on  découvre  tous  les  chiffres  du  quotient 
en  divisant  successivement  par  le  diviseur,  des  nombres 
qu'on  regarde  comme  les  produits  partiels  de  ce  diviseur 
par  les  divers  chiffres  du  quotient.  Mais  dans  les  nom- 
bres, ces  produits  partiels  se  présentent  par  ordre,   en 

fT  ^     commençant  par  les  unités  placées  au  dernier  rang  sur 

la  gauche  ,  à  cause  de  la  subordination  établie  entre  les 
unités  de  chaque  chiffre  du  dividende, d'après  le  rang  qu'ils 

^  occupent.  Il  n'en  est  pas  de  même  en  Algèbre  ;  mais  on 

y  supplée  en  arrangeant  tous  les  termes  du  dividende  et 
du  diviseur,  de  manière  que  les  exposans  des  puissances 
de  la  même  lettre  diminuent  dans  chaque  terme, en  allant 
de  gauche  à  droite ^  ainsi  qu'on  le  voit,  par  rapport  à  la 
lettre  a,  dans  les  quantités 
5a7  —  22aH-\-i2  a^  b^  —  6  a^  Z?^  —  4  a^  b^-JL.  B  a^  h'^ , 
5a^  —  QaH-j-4a^b\ 
dr)nt  l'une  est  le  produit,  et  l'autre  le  multiplicande,  dans 
l'opération  dunuméro  Sa  :  c'est  ce  qu'on  appelle  orc^a/iner 
les  quantités  proposées. 

Lorsqu'elles  sont  rangées  ainsi ,  il  est  \dsible  que ,  quel 
que  soit  le  facteur  par  lequel  il  faille  multipher  la  seconde 
pour  obtenir  la  première  ,  le  terme  5  a\  qui  commence 
celle-ci,  résulte  de  la  multiplication  du  terme  5a^,  qui 
commence  l'autre  ,  multiplié  par  îe  terme  où  a  aurait 


1>  '  A    L    G    È    r,    R    E.  69 

le  plus  baut  exposant  dans  le  facteur  cherché  ,  et  qui  se 
triuive  le  premier  de  ce  facteur  lorsqu'il  est  ordonné  par 
rapport  à  a.  En  divisant  donc  le  monôme  5a^  par  la 
monôme  5  o-^,  le  quotient  a?  sera  le  premier  terme  du 
facteur  cherché.  Or ,  par  les  règles  de  la  multiplication, 
le  produit  total  devant  contenir  les  divers  produits  par- 
tiels résultant  de  lamultiplication  de  tout  le  multiplicande 
par  chaque  terme  du  multiplicateur,  il  s'ensuit  que  la 
quantité  prise  ici  pour  dividende,  doit  contenir  les  pro- 
duits de  tous  les  termes  du  diviseur  5  a^  —  9.  a^  b  -^^  /^  a^  h* 
pai'Ie  premier  terme  du  quotient  a";  et  par  conséquent 
si  on  reti-anche  du  dividende  ces  produits  ,  qui  sont 
5a'--2a^6-f-4a^^>%  le  reste  —  20  a^  />  -f  8  a^  6^ — 
Ga4è3  —  4 û3  ^4 -|_  8 c'^ ^5^  ne  contiendra  plus  que  ceux 
qui  résultent  de  la  multiplication  du  diviseur  par  le  se- 
cond, le  troisième  ,  etc.  termes  dw  quotient. 

Ce  reste  peut  donc  être  considéré  comme  un  divi- 
dende partiel  \  et  son  premier  terme ,  dans  lequel  a  a  l'ex-^ 
posant  le  plus  haut,  n'a  pu  provenir  que  de  la  multipli- 
cation du  premier  terme  du  diviseur  par  le  second  du 
quotient.  Mais  le  premier  terme  du  dividende  partiel 
ayant  le  signe  — ,  il  faut  assigner  celui  que  doit  avoir 
le  terme  correspondant  du  quotient  :  or  cela  est  facile 
par  la  1^  '  règle  du  n°  3i  ;  car  la  quantité  —  20  a^  b ,  re- 
gardée comme  un  produit  partiel ,  ayant  un  signe  con- 
traire à  celui  du  multiplicande  partiel  5  a^,  il  en  résulte 
que  le  multiplicateur  partiel  adû  être  affecté  du  signe  — . 
La  division  étant  donc  opérée  sur  les  monômes  — 'xoa^h 
et  5a^,  donnera  — ^a^b  pour  ce  second  terme.  Si  on 
le  mu'tiplie  par  tous  ceux  du  diviseur,  et  que  l'on  re- 
tranche le  produit  du  dividende  partiel  ,  le  ««reste 
4-10  a^  ¥ — 4"^  M  -f-  8a^  Z>^  ne  contiendra  plus  quelei 
proQuiî-s  du  diviseur  par  le  troisième  ,  etc.  termes  du 
quotient. 

En  le  regardant  comme  un  nouveau  dividende  païUel^ 
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son  premier  terme  i  o  a^P  ne  peut  être  que  le  produis 
du  premier  terme  du  diviseur  par  le  troisième  du  quo- 
tient ;  et  par  conséquent  ce  dernier  s'obtiendra  en  divi- 
sant ,  l'un  par  l'auti'e  ,  les  monômes  lo  a^b^  et  5  a^.  Le 
quotient  qP^  étant  multiplié  par  tout  le  diviseur,  four- 
nit des  produits  dont  la  soustraction,  épuisant  le  dividende 
partiel ,  prouve  que  le  quotient  n'a  que  trois  termes. 

S'il  avait  dû  en  avoir  un  plus  grand  nombre ,  on  les 
aurait  évidemment  trouvés  comme  les  précédens  ;  et  si , 
comme  on  le  suppose,  le  dividende  a  pour  facteur  le 
diviseur ,  la  sousti^action  du  produit  de  ce  diviseur  par  le 
dernier  terme  du  quotient ,  doit  toujours  épuiser  le  der- 
nier dividende  partiel. 

42.  Pour  faciliter  la  pratique  des  règles  trouvées  ci- 
dessus,  1°.  On  dispose  le  dividende  et  le  diviseur  comme 
pour  la  division  des  nombres ,  en  les  ordonnant  l'un  et 
r autre  par  rapport  à  une  -même  lettre,  c  est-à-dire,  en 
écrivant  leurs  termes  de  jnanière  que  les  eppposans  de  cette 
lettre  aillent  en  décroissant  ; 

2°.  On  divise  le  premier  terme  du  dividende  par  lèpre- 
jnier  terme  du  diviseur ,  et  on  écrit  le  résultat  à  la  place 
marquée  pour  le  quotient ^ 

5°.  On  multiplie  tout  le  diviseur  par  le  quotient  partiel 
qu'on  vient  de  trouver,  on  le  retranche  du  dividende, 
et  on  fait  la  réduction  des  termes  semblables; 

4°.  On  regarde  ce  reste  comme  un  nouveau  dividende 
dont  on  divise  le  premier  terme  par  lepj'emier  terme  du. 
diviseur  ;  on  écrit  le  résultat  comme  un  second  terme  du 
quotient,  et  an  poursuit  l' opération  sur  ce  terme  comme 
ci-dessus ,  jusqu'à  ce  que  tous  les  termes  du  dividende 
soient  épuisés. 

En  observant  qu'un  produit  a  le  même  signe  que  le 
multiplicande,  lorsque  le  multiplicateur  a  le  signe  -|-,  tt 
qu'il  a,  dans  le  cas  contraire,  le  signe — (3i),  on  en  con- 
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fc]\it  que  lorsque  le  dividende  partiel  et  le  premier  terme 
du  diviseur  ont  le  même  signe ,  le  quotient  doit  avoir  le 
signe^^]  ets'iU  ont  des  signes  contraires,  le  quotient  doit 
avoir  le  signe  —  :  c'est  la  règle  des  signes. 

Les  divisions  partielles  s'effectuent  par  les  règles  don- 
nées pour  les  quantités  monômes. 

On  divise  le  coefficient  du  dividende  par  celui  du  di- 
viseur .*  c'est  la  régie  des  coefliciens. 

On  écrit  au  quotient  les  lettres  communes  au  divi- 
dende et  au  diviseur  y  avec  un  exposant  égala  la  diffé- 
rence de  ceux  dont  elles  sont  affectées  dans  ces  deux 
termes  ,  et  enfin  les  lettres  qui  ne  sont  qu'au  dividende: 
ce  sont  là  les  règles  des  lettres  et  des  exposans. 

43.  Pour  appliquer  ces  règles  aux  quantités 

6a'-~22a^b+i'2œ>b^^6a^P~4aH^-\-Sa'b^, 
5a^^2a^b-^4a^b\ 

qui  m*ont  servi  d'exemple,  plus  haut ,  on  les  disposera 
comme  s'il  s'agissait  d'effectuer  la  division  arithmétique. 


Dividende. 
5à'-~22a^b-{'i2a^b^—6a^b^'^4a^b^+S>a^b'' 
— 5a7-f-  2a^b—4a^b^ 


Kesie—2oa^b-\~Sa^b^—Qa^b'^—4a^b^Jr^a^^^ 
-\.2oa^b-Sa^b^^iea^P 


Diviseur. 
Da^-2a^b+4a'b' 


Quotient. 
a^—4a''b'\-2b'^ 


Reste 


Reste 


J^ica^b^—4a^b^-\'^d'h'^ 
—  ica^b^^4a^b^—'i^crb^ 

c. 


Le  signe  du  premier  terme  5a7  du  dividende  étant  le 
même  que  celui  de  Sa^^  premier  terme  du  diviseur,  on 
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devrait  mettre  -f  au  quotient;  mais  comme  il  s'agit  ^tl 

premier  terme  ,  on  omettra  ce  signe. 

En  divisant  5^^  par  5<2^,  on  a  pour  quotient  a^,  que 
l'on  écrira  sous  le  diviseur. 

Multipliant  successivement  les  trois  termes  du  divi- 
seur par  le  premier  terme  c?  du  quotient,  et  écrivant  les 
produits  sous  les  termes  correspondans  du  dividende  , 
après  avoir  changé  les  signes  de  ces  produits  pour  les 
retrancher  (20)  ,  on  formera  la  quantité 
_5a7+2û«Z>— 4û5Z>% 
dont  on  fera  la  réduction  avec  le  dividende-,  et  on 
obtiendra  pour  reste 

— 2G  éh-irZ  a^b^  —  Q  a^  b^  —  4^^  M  +  8  câ  b\ 

En  continuant  la  division  sur  ce  reste ,  le  premier  terme 
—  Q.oé  b  ,  divisé  par  5  a^,  donnera  pour  quotient  —  /^d'b^ 
ce  quotient  ayant  le  signe  —  ,  à  cause  que  le  dividende 
et  le  diviseur  sont  de  signes  difîérens.  En  le  multipliant 
par  tous  les  termes  du  diviseur,  et  changeant  les  signes, 
on  formera  la  quantité 

J^Q.oa^h-^^a^b^  4.  i6a^è\ 
dont  on  fera  la  réduction  avec  le  dividende  ,  et  on  ob* 
tiendra  pour  reste 

+  loa^b^  —  ^aH^-^-^a'-b^. 

Divisant  le  premier  terme  de  ce  nouveau  dividende 
partiel ,  10  a^  b^ ,  par  le  premier  terme  5  a^  du  diviseur; 
multipliant  par  le  résultat  -f  2  P,  tout  le  diviseur  ;  écri- 
vant les  produits  sous  le  dividende  partiel,  en  observant 
de  changer  leur  signe ,  et  faisant  la  réduction  ,  il  ne  reste 
rien ,  ce  qui  montre  que  4-26^  est  le  dernier  terme 
du  quotient  cherché  ,  lequel  a  par  conséquent  pour  ex- 
pression a^  —  ^a'^  b  ~\-  2  b^. 

44'  Il  est  à  propos  de  remarquer  que  dans  la  division  , 
les  multiplications  des  différens  termes  du  quotient  par 
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If  diviseur  ,  produisent  souvent  des  termes  qui  ne  se 
trouvent  pas  dans  le  dividende ,  et  qu'il  faut  diviser  en-* 
«uite  par  le  premier  terme  du  diviseur.  Ces  termes  sont 
ceux  qui  se  sont  détruits  lorsqu'on  a  formé  le  dividende 
par  la  multiplication  de  ses  deux  facteurs  ,  le  quotient 
et  le  diviseur.  Voici  un  exemple  remarquable  de  ce* 
réductions  : 


Soit  cP  —  P  à  diviser  par  a —  b 

Division. 

—  b 


a^~\-cb-^b^ 


^a^b-b^ 
—  a^b-i-ab' 


J^ab^  —  b^ 
^ab'^-^b^ 


MuUiplication, 
a--  b 

a^'^a'b 
-^-a-b—  a  b'-" 
^ab^—  b^ 


résultat     a^ — b' 


Le  premier  terme  a^  du  dividende  ,  divisé  par  le  premief 
terme  a  du  diviseur ,  donne  pour  quotient  a^;  en  multi- 
pliant ce  quotient  par  le  diviseur,  et  changeant  les  signes 
des  produits ,  on  trouve — a^~\-a^b:  le  terme —  a^ 
détruit  le  premier  terme  du  dividende;  mais  il  reste  le 
terme  a^  b  ,  qui  ne  se  trouvait  pas  d'abord  dans  le  di^■i- 
dende.  Puisqu'il  contient  la  lettre  a,  on  peut  le  diviser 
par  le  premier  terme  du  diviseur ,  et  on  obtient  -\~  a  b. 
Multipliant  ce  quotient  par  le  diviseur,  et  changeant  les 
signes  des  produits  ,  il  >àent  —  a~  b-\-ab^  :  le  terme 
— a^ 3  détruit  le  précédent  ;  mais  il  reste  le  terme -f-û^S 
qui  n'étaitpas  non  plus  dans  le  dividende.  Qu'on  le  divise 
par  G,  on  aura  pour  quotient  -f-  Z)^;  multipliant  ce  quo- 
tient partiel  par  le  diviseur ,  on  aura,  en  changeant  les 
signe.* ,  —  ab^'-j-b^  :\e  premier  terme  —  ab^  détruira  le 
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précédent ,  et  le  second  -f-  b^  détruira  le  dernier  terme 
—  b^  qui  restait  du  dividende. 

Pour  bien  comprendre  le  mécanisme  de  la  division, 
il  suffit  de  jeter  les  yeux  sur  la  multiplication  du  quotient 
a^  -{-  ab  -\-  Z)*par  le  diviseur  a —  b  ,  placée  à  côté  de  la 
division  précédente  ;  on  verra  que  tous  les  termes  repro- 
duits dans  les  divisions  partielles  sont  ceux  qui  se  dé- 
truisent dans  le  résultat  de  la  multiplication. 

45.  Il  arrive  quelquefois  que  la  quantité  par  rapport 
à  laquelle  on  ordonne,  se  trouve  à  la  même  puissance 
dans  plusieurs  termes ,  soit  du  dividende  ,  soit  du  divi- 
seur. Dans  ce  cas ,  il  faut  ranger  dans  une  même  colonne , 
ou  bien  écrire  immédiatement  à  la  suite  les  uns  des 
autres ,  ces  termes ,  en  observant  de  les  ordonner  entre 
eux  par  rapport  à  une  autre  lettre. 

Soit— a^Z^^-î-èM— û^c4— a6+2a'^c*+Z»H26V-hû''Z>^ 
àdiviser  para^  —  b"^ — c^. 

En  ordonnant  la  première  de  ces  quantités  par  rap- 
port à  la  lettre  <2,  on  placera  dans  une  même  colonne  les 
termes  — a^  b"-  tX.  -|-  2  a^  (f ,  dans  une  autre  les  termes 
-f  G^  M  et  —  a^  c^\  enfin  dans  une  dernière  colonne  les 
trois  termes  -f-è^,  -f-sMc'^,  -|-  b^c^,  en  les  ordonnant 
par  rapport  àlalettreè,  comme  onlevoitàlapage  suivante. 

Le  premier  terme  —  a^  du  dividende  étant  divisé  par 
le  premier  terme  a^  du  diviseur ,  donne  pour  premier 
terme  du  quotient  — a^;  formant  ensuite  les  produits  de 
ce  quotient  par  tous  les  termes  du  diviseur,  changeant 
les  signes  de  ces  produits  pour  les  retrancher  du  divi- 
dende ,  en  plaçant  dans  une  même  colonne  les  termes 
affectés  de  la  même  puissance  de  a,  il  vient ,  après  la 
réduction  des  termes  semblables,  le  1"  reste,  qu'on 
prendra  pour  second  dividende  partiel. 

Le  premier  terme  —  2a^b^  de  ce  nouveau  dividende 
étant  divisé  par  a^,  donne  pour  le  second  terme  du  quo- 
tient,—  2  a'*  è^i  formant  ensuite  les  produits  de  ce  quo- 
tient 
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tient  par  tous  les  termes  du  diviseur,  changeant  les  signes 
de  ces  produits  pour  les  retrancher  du  dividende  partiel , 
en  plaçant  dans  une  même  colonne  les  termes  affectés  de 
la  même  puissance  de  a,  il  vient ,  après  Ja  réduction  des 
termes  semblables ,  le  2^  reste  ,  qu'on  prendra  pour  un 
troisième  dividende  partiel. 

L'opération  se  continuant  de  la  même  manière  sur  le 
a^  reste  et  sur  les  suivans  ,  on  trouvera  encore  trois 
termes  au  quotient.  Le  dernier  étant  multiplié  par  tous 
les  termes  du  di\iseur,  donne  des  produits  qui,  re- 
tranchés du  4"  reste,  le  détruisent  en  entier;  la  division 
se  fait  donc  exactement ,  et  par  conséquent  le  diviseur 
est  facteur  du  dividende. 

—a^c' 

jer  reste— 2G+Z»^-f-a^6'^-|-6« 

42a4Z,2_2a=^M 

—o.a'b'-c'' 


2^  reste  -j-o+c' —  a"6+    -j-  b" 
— -2a"è"c^-+-2Mc=^ 

+  a'c^ 

3®  reste 


^d'b^c^-^Qb^c^ 
+  b'cA 
J-a^M  —  b' 


4^  reste 


_6^c4 


o  o 

Elém.  cVAh^bre.  11^  édition. 
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/!^<o.  On  facilite  quelquefois  la  division  en  décompo- 
sant à  vue  une  quantité  dans  ses  facteurs.  Si  l'on  avait , 
par  exemple,  8  a^— 4  a^  Z?"-f  4^3  «j.  2  c^-^è^-l- i  à 
diviser  par  2  cz^  —  è^  +  1 ,  ce  diviseur  formant  les 
trois  derniers  termes  du  dividende  ,  il  suffirait  de 
chercher  s'il  est  facteur  des  trois  premiers  j  mais 
ceux-ci  ont  visiblement  pour  facteur  commun  ^a^ ,  car 
Sa'—4an-'+4a^  =  W(.^a^-'h^'^i).  Par  cette 
observation  ,  le  dividende  deviendrait 

ou  (2a3-Z;^+i)C4«'-|-  1): 

la  division  s'effectuerait  donc  sur-le-champ ,  en  suppri- 
mant le  facteur  2  a^—è^^-i-  1  égal  au  diviseur,  et  le 
quotient  serait  4  ^^  +  1  • 

L'habitude  du  calcul  algébrique  suggère  une  foule  de 
remarques  de  ce  genre ,  par  lesquelles  on  abrège  le?? 
opérations. 
'  En  s' exerçant  beaucoup ,  on  parvient  aisément  à  re- 
connaître les  décompositions  en  facteurs  ;  on  les  rend 
souvent  très-évidentes  ,  lorsqu'au  lieu  d'effectuer  les 
multiplications  qui  se  présentent,  on  ne  fait  que  les  in- 
diquer. 

Des  fractions  algébriques. 

4j.  Lorsqu'on  applique  le  procédé  de  la  division  al- 
gébrique à  des  quantités  dont  l'une  n'est  pas  facteur  de 
l'autre,  on  reconnaît  l'impossibilité  de  l'effectuer,  parce 
qu'on  parvient,  dans  la  suite  des  opérations,  à  un  reste 
dont  le  premier  terme  ne  peut  être  divisé  par  celui  du 
diviseur.  En  voici  un  exemple  : 


a3-f-a^^  +  2Z>3 
^a^^ab^ 


-f^= 


a-^b 


1  «  reste        a^b  —ab^-\-z  b^ 
—a'b-^b^ 


3^  reste   — ab'^-\'b^. 
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Le  premier  terme  —  ab''  du  second  reste,  ne  peut  se 
diviser  par  a*,  premier  terme  du  diviseur;  ainsi  la  di- 
vision s'arrête  à  ce  point.  On  pourrait ,  comme  en 
Arithmétique  ,  jt)indre  au  quotient  a  -f-  Z> ,  la  fraction 

—  ab-'-Jrb^ 

' ^       .^ — ,  ayant  pour  numérateur  le  reste,  et  pour 

dénominateur  le  diviseur  ;  et  le  quotient  serait 

On  voit  aisément  que  la  division  doit  s'arrêter  quand 
en  parvient  à  un  reste  dont  le  premier  terme  ne  contient 
la  lettre  par  rapport  à  laquelle  on  a  ordonné  ,  quà  une 
puissance  inférieure  a  celle  de  la  même  lettre  dans  le 
premier  terme  du  diviseur. 

48.  Lorsque  la  division  algébrique  de  deux  quanti- 
tés ne  peut  s'effectuer,  l'expression  du  quotient  reste 
indiquée  sous  une  forme  fractionnaire  ,  en  prenant 
le  dividende  pour  le  numérateur  et  le  diviseur  pour  le 
dénominateur  ]  et  pour  l'amener  au  plus  haut  degré 
de  simplicité  possible ,  il  faut  chercher  si  le  dividende  et 
le  diviseur  n'ont  pas  des  facteurs  communs ,  pour  les 
supprimer  (38).  Mais  quand  il  s'agit  de  polynômes  ,  les 
facteurs  communs  ne  se  découvrent  pas  avec  la  même 
facilité  que  dans  les  monômes  ;  on  ne  les  trouve  en  gé- 
néral qu'en  cherchant ,  par  une  méthode  analogue  à  celle 
qu'on  adonnée  en  Arithmétique  pour  les  nombres,  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  deux  quantités  proposées. 

On  ne  saurait  assigner  les  grandeurs  relatives  des  ex- 
pressions algébriques,  tant  qu'on  ne  donne  point  des 
valeurs  aux  lettres  qu'elles  renferment  ;  la  dénomination 
êeplus  p'and  commun  diviseur  y  appliquée  à  ces  exprès- 
sions,  ne  doit  donc  pas  être  prise  tout-à-fait  dans  le  même 
sens  qu'en  Arithmétique. 

En  Algèbre^  il  faut  entendre  pax  le  plus^rand  diviseur 

E  a 
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vommuji  de  deux  expressions  ,  celui  de  leurs  diviseurs 
communs  qui  renferme  le  plus  de  facteurs  dans  tous  ses 
termes,  ou  qui  est  du  degré  le  plus  élevé  (27).  Sa  dé- 
termination repose  ,  comme  en  Arithmétique ,  sur  ce 
principe  :  Tout  diviseur  commune  deux  quantités ,  doit 
diviser  le  reste  de  leur  division. 

La  démonstration  qu'on  en  a  donnée  dans  le  n"'  Gi 
de  l'Arithmétique  ,  devient  plus  claire  lorsqu'on  y  em- 
ploie les  symboles  algébriques.  En  effet,  si  l'on  repré- 
sente parZ>le  diviseur  commun,  les  deux  quantités  pro- 
posées pourront  être  exprimées  par  les  produits  AD  et 
B  Dj  formés  du  diviseur  commun  et  du  facteur  par  le- 
quel il  est  multiplié  dans  chacune  de  ces  quantités.  Cela 
posé,  si  Q  désigne  le  quotient  entier,  et  Rie  reste  que 
donne  la  division  de  A  D  par  B  D ,  on  aura 

JDz=BDX  Q'\'R  {Arith.  61); 

divisant  ensuite  par  D  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion, on  obtiendra 

et  puisque  le  premier  membre ,  qui  dans  ce  cas  doit  être 
composé  des  mêmes  termes  que  le  second  ,  est  entier,  il 

faudra  que  —  se  réduise  aune  expression  sans  diviseur, 

c'est-à-dire  que  R  soit  divisible  par  D. 

D'après  ce  principe,  on  commenceraj  comme  en  Arith- 
métique ,  par  chercher  si  l'une  des  quantités  n'est  pas 
elle-même  diviseur  de  l'autre  ;  si  la  division  ne  se  fait 
pas  exactement f  on  divisera  le  premier  diviseur  par  le 
reste,  et  ainsi  de  suite  ,  et  celui  des  restes  qui  divisera 
exactement  le  précédent ,  sera  le  plus  grand  diviseur 
commun  des  deux  quantités  proposées:  mais  il  sera  né- 
cessaire d'apporter  dans  les  divisions  indiquées,  desat-» 
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Untions  qui  tiennent  à  la  nature  des  quantités  algé-^ 
hriqi;es. 

On  ne  doit  d'abord  chercher  le  diviseur  commun  de 
deux  expressions  algébriques,  que  lorsqu'elles  ont  des 
lettres  communes;  il  faut  en  choisir  une  ,  par  rapport  à 
laquelle  on  ordonnera  les  expressions  proposées ,  et  on 
prendra  pour  dividende  celle  où  cette  lettre  aura  le  plus 
haut  ex-posant  :  l'autre  sera  le  diviseur. 

Soient  les  deux  quantités 

3  c'^  —  5 a^  b  -i^  o  b'^y^\ 

[jui  sont  déjà  ordonnées  par  rapport  à  la  lettre  a;  on 
prendra  la  première  pour  dividende  ,  et  la  seconde  pour 
diviseur.  Il  se  présente,  dès  le  commencement  de  l'opé- 
ration, une  difficulté  qu'on  ne  rencontre  point  dans  les 
rwmbres ,  c'est  que  le  premier  terme  du  diviseur  ne  peut 
diviser  exactement  celui  du  dividende  ,  à  cause  des  fac- 
teurs 4  et  b  de  l'un,  qui  ne  sont  pas  dans  l'autre.  Mais 
a  lettre  b  étant  commune  à  tous  les  termes  du  diviseur  , 
•ans  l'être  à  tous  ceux  du  dividende  ,  il. s'ensuit  (  4o  ) 
[]ue  b  est  facteur  du  diviseur  et  ne  l'est  point  du  divi- 
dende ;  or  tout  diviseur  commun  à  deux  quantités  ne 
peut  se  composer  que  des  facteurs  qui  sont  communs  à. 
l'une  et  à  l'autre;  donc,  s'il  existe  un  tel  diviseur  entre  les 
d'eux  quantités  proposées,  il  ne  peut  se  ti'ouver  que  parmi 
es  facteurs  de  la  quantité  4  c^  —  ^ab'\-b^  qui  reste 
:juand  on  a  supprimé  b,  de  la  quantité  /{a^b  — 5  a  b^-\-  b^: 
ainsi  la  question  se  réduit  à  chercher  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  des  deux  quantités 

3a^'--'5a^b  +  ab''--b\ 

/^a'^bab  -j-b\ 

Vax  la  même  raison  qu'on  a  pu  supprimer  dans  l'une 
des  quantités  proposées ,  le  facteur  b  qui  n'entrait  pas 
ians  l'autre ,  on  peut  aussi  introduire  dans  celle-ci  un 

E3 
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nouveau  facteur ,  pourvu  qu'il  ne  soit  point  facteur  ds 
la  première.  Par  cette  opération,  le  plus  grand  commun 
diviseurde  ces  quantités,  qui  n'est  formé  que  des  facteurs 
communs  à  toutes  deux,  ne  sera  point  altéré.  Je  profi- 
terai de  cette  remarque  pour  multiplier  la  quantité 
3  G^^  — ^a'b  -{-ab^ —  è'  par  4 ,  qui  n'est  point  facteur 
de  la  quantité  ^  a^  —  ^  ah  -\-b^ ,  afin  de  rendre  possible 
la  division  du  premier  terme  de  l'une  par  le  premier 
terme  de  l'autre. 

J'aurai  de  cette  manière  pour  dividende  la  quantité 
12 a^  —  1 2  a=^  6 -f-4 a  è^— 4  6% 
pour  diviseur  la  quantité 

4aa__5aè  +  6% 
et  le  quotient  partiel  sera  3  a. 

Multipliant  le  diviseur  par  ce  quotient,  et  retranchant 
le  produit  du  dividende  ,  il  viendra  pour  reste 

3a^è  +  cZ>^— 46^ 
quantité  qui,  d'après  le  principe  posé  au  commencement 
de  cet  article,  doit  encore  avoir  avec  4  a^  —  5ab-\-b^, 
ïe  même  plus  grand  diviseur  commun  que  la  première. 

Profitant  des  remarques  faites  plus  haut,  je  supprime 
îe  facteur  b,  commun  à  tcu^  les  termes  du  reste  ci-des^ 
sus  ,  et  je  le  multiplie  par  4,  afin  de  rendre  possible  la 
division  de  son  premier  terme  par  celui  du  diviseur,  J'ai 
alors  pour  dividende  la  quantité 

i2a^  '}-4ab'-^iQb\ 
et  pour  diviseur  la  quantité 

4a^—6abJi.  b^\ 
le  quotient  partiel  est  3. 

Multipliant  le  diviseur  par  le  quotient,  et  retranchant 
le  produit  du  dividende ,  on  a  pour  reste 


I 


7i 

et  la  question  est  réduite  à  chercher  le  plus  grand  divi- 
seur commua  entre  cette  quantité  et 

Mais  la  lettre  a,  par  rapport  à  laquelle  se  fait  la  division , 
n'étant  plus  dans  le  reste  qii'au  premier  degré,  tandis 
qu'elle  est  au  second  dans  le  diviseur,  c'est  celui-ci  qu'il 
faut  prendre  pour  dividende ,  et  on  doit  faire  du  reste  le 
diviseur. 

Avant  de  commencer  cette  nouvelle  division ,  je  sup- 
prime du  diviseur  19  a6  —  19  èMe  facteur  196,  com- 
mun à  tous-ses  termes,  et  qui  n'est  point  facteur  du  divi- 
dende ;  j'ai  donc  pour  dividende  la  quantité 

et  pour  diviseur 

a—b. 

La  division  s'opère  exactement;  ainsi,  a  —  b  est  le  plus 
grand  diviseur  commun  demandé. 

En  remontant  depifls  la  dernière  division  jusqu'à  la 
première  ,  on  prouverait  aussi  à  posteriori ,  que  la 
quantité  a — b  doit  diviser  exactement  les  deux  quantités 
proposées,  et  qu'elle  doit  être  laplus  composée  de  celles 
qui  peuvent  le  faire  ;  et  en  divisant  par  a  —  è  les  deux 
quantités  proposées, 

5a3— 3a^è  +  a3^— ^>^        4a'b-^Sab'--\-b\ 
on  les  décompose  ainsi  qu'il  suit  : 

49.  Lorsque  la  quantité  qu'onprendpour  diviseur  con- 
tient plusieurs  termes  où  la  lettre,  par  rapport  à  laque]  le 
on  a  ordonné  ,  se  trouve  au  même  degré,  il  y  a  une  at- 
tention à  avoir,  sans  laquelle  l'opération  ne  saurait  se 
terminer.  En  voici  un  exemple. 
Soient  les  quantités 

a^b'\-a  c^'-d\         ab  — - cc-+-  J*; 

E4 
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si  on  prépare  l'opération  comme  pour  une  division  ordi- 
naire , 


ab  —  ac-\-d' 


reste  d'C'\-ac'—a(t—d?^ 
en  divisant  d'abord  a"  b  par  ab  ^  on  trouve  pour  quo- 
tient a;  multipliant  le  diviseur  par  ce  quotient,  et  re- 
tranchant les  produits,  du  dividende ,  le  reste  contiendra 
Tin  nouveau  terme,  où  a  sera  au  second  degré,  savoir, 
G^c  provenant  du  produit  de  —  ac  par  a.  L'opération 
n'aura  fait  de  cette  manière  aucun  progrès  ;  car  en  pre- 
nant le  reste  a'^c-j-  ac'^ —  a  et  —  d^  pour  dividende ,  et 
le  multipliant  par  b ,  pour  rendre  possible  la  division  par 
ab ,  on  aura 


a^bc-j-abc^-^abd''  —  bd^ 
^d'bc-^-a''  c^  -^acd"- 


ab — ac-\-d^ 


a  c 


reste  d^  c^-^-abc" — acd"" — abd^-^-bd^, 

et  le  terme  — a  c  reproduira  encore  un  terme  a*  c*,  où 

a  sera  au  2''  degré. 

Pour  éviter  cet  inconvénient,  il  faut  observer  que  le 
diviseur  ab  —  ac-^d^^za  {b  —  c)-f-c?%  en  réunissant 
les  termes  ab — a  c  en  un  seul  ;  et  faisant,  pour  abréger 
les  calculs  ,  b  —  c=  77Z ,  on  aura  pour  diviseur  aTn-\-d^; 
raais  alors  il  faudra  multiplier  tout  le  dividende 
G^Z>  4-  ^c^  —  ^^  P^  le  facteur  m  ,  afm  d'avoir  un  nou- 
veau dividende  dont  le  premier  terme  soit  divisible  par 
la  quantité  a  m  formant  le  premier  terme  du  diviseur: 
l'opération  deviendra 


a^  bm-\-  ac^m  —  d^ 
—  a^bm  —  abd^ 


am  ~}-d^ 
ab  -\-  c^ 


:^'  reste  —.abd^-{-ae  m  —  d^ 
—  a<fm  —  c^  d^ 


\^  reste   —  a  b  d' ■— c^  d'' —  d^ 


m. 
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Cette  fois,  lès  termes  affectés  de  a-sontôtés  du  divi- 
dende ,  et  il  n'y  reste  plus  que  les  termes  affectés  de  la 
première  puissance  de  a.  Pour  les  faire  disparaître,  on 
divisera  d'abord  le  terme  acfm  par  a  m,  et  il  viendra 
pour  quotient  c^  ;  multipliant  le  diviseur  par  le  quotient, 
et  retranchant  les  produits,  du  dividende,  on  aura  le 
2."  reste  ;  prenant  ce  2^  reste  pour  un  nouveau  dividende, 
on  y  supprimera  le  facteur  d^y  qui  n'est  point  facteur  du 
diviseur,  il  viendra 

^ab—c^  —  dm, 

qu^on  multipliera  de  nouveau  par  m ,  et  on  aura 

—  abm  —  c^  TTi  —  f?m^    am-\-d^ 

^abm-^bd^ 


—  b 


reste     -^bd^  —  c"^  m  —  d 


Le  reste  bd^ — c^m — drn^  de  cette  dernière  division 
ne  contenant  plus  a,  il  s'ensuit  que  s'il  existe  entre  les 
deux  quantités  proposées  un  commun  diviseur,  il  est 
indépendant  de  la  lettre  a. 

Parvenu  à  ce  point,  on  ne  peut  plus  continuer  la  divi- 
sion par  rapport  à  la  lettres  ;  mais  on  observera  que  s'il 
existe  un  commun  diviseur  indépendant  de  a  entre  les 
quantités  bd^ — c^m  —  din^  et  am-^-d^,  il  faut  qu'il 
divise  séparément  les  deux  parties  ametd^  du  diviseur  ; 
car  en  général,  si  une  quantité  est  ordonnée  par  rapport 
aux  puissances  de  la  lettre  a,  tout  diviseur  de  cette 
quantité,  indépendant  de  a,  doit  diviser  séparément  les 
quantités  qui  multiplient  les  diverses  puissances  de  cette 
lettre. 

Pour  s'en  convaincre,  il  suffit  de  faire  attention  que  , 
dans  ce  cas,  chacune  des  quantités  proposées  doit  être 
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le  produit  d'une  quantité  dépendante  de  a,  et  du  divi- 
seur commun  qui  n'en  dépend  point.  Or,  si  Ton  a ,  par 
exemple ,  l'expression 

dans  laquelle  les  lettres  A,  B ,  C,  D,  E,  désignent  des 
quantités  quelconques  indépendantes  de  a,  et  qu'on  la 
multiplie  par  une  quantité  M  aussi  indépendante  de  a^ 
le  produit 

MAa^-\'MBa^'\-MCa^-^MDa  +  ME, 

ordonné  par  rapport  à  a ,  contiendra  encore  les  mêmes 
puissances  de  a  qu'auparavant  ;  mais  le  coefficient  de 
chacune  de  ces  puissances  sera  un  multiple  de  M. 

Cela  posé,  si  l'on  remet  pour  m  la  quantité  {b — c) 
que  cette  lettre  représente ,  on  aura  les  quantités 

a(ib-^c)-\-d'; 

or  il  est  visible  que  b  —  cetd'^  n'ont  aucun  facteur  com- 
mun :  donc  les  deux  quantités  proposées  n'ont  point  de 
diviseur  commun. 

Si  l'on  n'avait  pu  reconnaître  à  la  seule  inspection 
qu'il  n'existait  pas  de  diviseur  commun  entre  b — c  et  c?^, 
il  aurait  fallu  chercher  leur  plus  grand  commun  divi- 
seur ,  en  les  ordonnant  par  rapport  à  une  même  lettre , 
et  s'assurer  ensuite  s'il  pouvait  diviser  aussi  la  quantité 

Z,^^  — c=^(è— c)— f/(^  — c)^ 

5o.  Aulieu  de  remettre  à  la  fin  de  l'opération  à  décou- 
vrir le  plus  grand  commun  diviseur,  indépendant  de  la 
lettre  par  rapport  à  laquelle  on  a  ordonné  les  deux  quan- 
tités, il  est  plus  commode  de  le  chercher  d'abord,  parce 
que  le  plus  souvent  les  restes  de  chaque  opération  par- 
tielle se  compliquent  à  mesure  qu'on  avance,  et  le  calcul 
devient  de  plus  en  plus  pénible. 
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Soient  y  par  exemple ,  les  quantités 

après  les  avoir  ordonnées  par  rapport  à  la  lettre  a ,  ca 
qui  donnera 

j'observe  d'abord,  que  si  elles  ont  un  diviseur  commun 
qui  soit  indépendant  de  a,  il  faut  qu'il  divise  en  particu- 
lier chacune  des  quantités  qui  multiplient  les  diverses 
puissances  de  a  (49) ,  ainsi  que  les  quantités  h^  d^  —  b'"-  c^ 
et  Z>^  —  Z>^  c ,  qui  ne  renferment  point  cette  lettre. 

La  question  est  donc  ramenée  à  trouver  les  communs 
diviseurs  des  deux  quantités  b"^  —  c'^  et  6  — c,  et  à  vérifier 
ensuite  si ,  parmi  ces  diviseurs ,  il  s'en  trouve  qui  puissent 
diviser  en  même  temps 

P—.bc''    et    b^  —  bcy       b^c'—'b^c^    et    P—b^c. 

En  divisante^ — c^  par  Z?  —  c,  on  trouve  un  quotient 
exact  b-]-  c;b  —  c  est  donc  diviseur  commun  des  quan- 
tités b^  —  (f  etb  —  c,  qui  visiblement  n'en  peuvent  avoir 
d'autres,  puisque  la  quantité  b  —  c  n'est  divisible  que 
par  elle-même  et  par  l'unité.  Il  faut  donc  s'assurer  si 
b  —  c  divise  les  autres  quantités  rapportées  ci-dessus  , 
ou  bien  s'il  divise  en  même  temps  les  deux  quantités  pro- 
posées ;  c'est  ce  qui  arrive  en  effet ,  et  il  vient 

(è4.c)c'^+(^^^4-  bc)  a^^b^c^  +  b'c\ 

a'^baJ^b^ 

Pour  amener  ces  dernières  expressions  au  plus  haut 

degré  de  simplicité  possible  ,  il  convient  d'essayer  si  la 

première  n'est  pas   divisible  par  b-^-c;   cette  division 

étant  effectuée,  réussit,  et  l'on  n'a  plus  qu'à  chercher  ie 
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commun  diviseur  de  ces  quantités  fort  simples  : 

a^  ^  b  a  -i-  b\ 
En  opérant  sur  celles-ci,  comme  le  prescrit  la  règle,  on 
parvient,  après  la  seconde  division,  à  un  reste  contenant 
la  lettre  û  à  la  première  puissance  seulement  ;  et  comme 
ce  reste  n'est  pas  le  commun  diviseur ,  on  en  conclut  que 
la  lettre  a  ne  fait  point  partie  du  commun  diviseur  cher- 
ché ,  qui  n'est  composé  par  conséquent  que  du  seul  fae- 
tem-  b  —  c. 

Si ,  outre  ce  commun  diviseur ,  on  en  eût  trouvé 
\m  autre  dans  lequel  fût  entrée  la  quantités,  il  aurait 
fallu  multiplier  ces  deux  diviseurs  l'un  par  l'autre  pour- 
obtenir  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

Ces  remarques  suffiront,  dès  qu'on  aura  acquis  un  peu 
d'habitude  dans  l'analyse  ,  pour  parvenir,  dans  tous  les 
cas ,  au  plus  grand  diviseur  commun  ;  et  on  trouvera 
sans  peine  que  les  quantités 

6  a^-f-  1 5  a^6  —  4  a^  6=^  —  ic  c^  è  c* , 
9  a^b  —  Qja^'bc-^Gabc^-^iSbc^, 
ont  pour   plus   grand    commun   divisem*   la    quantité 

5 1 .  Les  quatre  opérations  fondamentales,  c'est-à-dire, 
l'addition ,  la  sousti'action  ,  la  multiplication  et  la  divi- 
sion, s'effectuent  surles  fractions  algébriques  commesur 
les  fractions  arithmétiques ,  en  obser\-ant  seulement  de 
suivre  dans  les  opérations  prescrites  par  les  règles  de 
l'Arithméj^que,  les  procédés  indiqués  ci-dessus  à  l'égard 
des  quantités  algébriques.  Je  me  bornerai  donc  à  rappe- 
ler ici  ces  règles,  en  donnant  un  exemple  de  l'applica- 
tion de  chacune;  je  commencerai,  comme  j'ai  fait  en 
Arithmétique,  par  la  multiplication  et  la  division  des 
fractions,  parce  qu'elles  n'exigent  aucune  transforma^ 
tion  prépai-atoire. 
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i".  Pour  la  multiplication,  on  a 

-  X  c  =  -7-  {Arithm.  53), 

a      c      ac  ,    .  .  ,  - 

2°.  Pour  la  division , 

r  à  diviser  par  c,  donne  j-ou-r  X  -  {Arithm.  54,  7c) 

G,j.   .  c     ,  cL^d      ad  ^    .  .  .  -^ 

7  a  dniserpar -^ ,  donne  7  X -=^t- (^''^^^^-  7^)- 

CL         C 

3°.  Les  fractions  7  _,    -,,  étant  réduites  au  même  déno- 
o      a 

îninateur,  deviennent  respectivement 
ad        bc    ,    .  .  , 

Td'     Vd  C^"^'""- 79)- 

Les  fractions 

a        c        e        g 
l'     d'     f'      h* 
par  la  même  réduction ,  deviennent  respectivement 
adfh        c^b^fh.        ebdh        gbdf 
bdfh'      bdfh'      bdfh'      bdfh' 

52.  J'ai  donné  dans  le  numéro  79  de  l'Arithmétique, 
un  procédé  pour  parvenir  dans  certains  cas  à  un  déno- 
minateur plus  simple  que  celui  qui  resuite  de  la  règle  gé- 
nérale; les  symboles  algébriques  en  facilitent  beaucoup 
l'application ,  ainsi  qu'on  va  le  voir. 

Par  exemple  ,  si  l'on  a  les  deux  fractions  7—,    ^— ,,  il 

est  facile  de  voir  que  les  deux  dénominateurs  seraient  les 
mêmes ,  si  f  était  facteur  du  premier ,  et  c  facteur  du 
second  :  on  multipliera  donc  les  deux  termes  de  la  pre- 
mière fraction  pai^/^,  et  les  deux  termes  delà  seconds 
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par  c ,  ce  qui  donnera  les  fractions  7-^  et  1 — >  ,    plus 

bcj        bcj      ^ 

T  aè/*         h  c  d  ,  .  ,  . 

simples  que  ^-^-7.  et  -j— — ->,    quon  aurait  en  multi- 
pliant par  les  dénominateurs  primitifs. 

En  général,  on  rassemble  en  un  seul  produit^  pour 
en  composer  le  dénominateur  commun,  tous  les  facteurs 
differens  élevés  à  la  plus  haute  des  puissances  où  ils  se 
trouvent  dans  les  dénominateurs  des  fractions  proposées; 
et  il  ne  reste  plus  qu'à  multiplier  le  numérateur  de 
chaque  fraction  par  les  facteurs  de  ce  produit ,  qui 
manquent  dans  le  dénominateur  de  la  fraction. 

Ayant,  par  exemple,  les  fractions  -tt— j  t->>  —  >  j^ 

oc     bj     cg 

forme  le  produit  b^  cfg]  je  multiplie  le  numérateur  de 

la  première  fraction  parjfg-,  celui  de  la  seconde  par 

Ifcg,  celui  de  la  troisième  par  b^f,  et  j'obtiens 

afg  hcdg  ^'^^f 

¥7fg'         VZfs'         ¥^g- 

53.  La  somme  des  fractions 

a  b  c 

d*  d^  d* 

qui  ont  le  même  dénominateur,  ou 

La  différence  des  fractions 

a  b 

d     ''      d^ 
qui  ont  le  même  dénominateur ,  ou 
a      b      a — b 
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L  entier  a  joint  a  la  traction  -,  ou  1  expression 

h      ac      h      ac  -\-b    ,    .  .  ,        ^    ^ 

'    c        c        c  c  '^ 

De  même  l'expression 

h       ac       h      ac  —  h 

a =  —  —  -  = . 

c        c         c  c 

Réciproquement 

ac  -\-b       ac       h  b 


l'expression 


c  c     ^    c  '    c  * 


,,  .        ac  —  b       ac       b  b 

1  expression   =: =  a . 

c  c        c  c 

Les  termes  des  fractions  précédentes  étaient  monômes; 
mais  si  on  avait  des  fractions  dont  les  termes  fussent  des 
polynômes,  il  n'y  aurait  qu'à  effectuer  par  les  règle* 
données  pour  les  quantités  complexes,  les  opérations  in- 
diquées sur  les  monômes  :  c'est  ainsi  que  l'on  a 

g'-f-^y  g  — ^__(g'-f-^0  {a  —  b) 
c^d^  c—d~'    (c4-^)  (c— J) 
__a3^ah^^a^b  —  b^ 

Le  quotient  de  la  fraction 

g'-f  ^"  •,.  .  ,  a  —  b 

r  divisée  par -, , 

c  -{-  a  c  — a 

a^  +  b^       c^d  _{a--{.b^)  jc—d) 

c-f  ^  ^  a— è""    {c-\-d)  {a  —  b)  ' 

^a^c^b^c~^a^d^b''d 

ac-\-ad — bc — bd 

et  ainsi  des  autres  opérations. 

54.  Lorsqu'on  possède  bien  tout  ce  qui  précède ,  on 
peut  résoudre  une  équation  du  premier  degré  ,  quelque 
compliquée  qu'elle  soit. 
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Si  l'on  avait,  par  exemple,  l'équation 
(.+  é)(pc)         ^^^^__gc 
a  —  b  o  a-\-b 

on    commencerait  par  faire  disparaître  les  dénomina- 
teurs, en  indiquant  seulement  les  opérations;  il  viendrait 
alors 
{a-{-b)  (JC  — c)  {Za-^h)-J^4b{a  —  b)  (5a-|-ô) 
zrr2x(a  —  è)  (oû-f-ô) — ac  {a — b')\ 
puis  effectuant  les  multiplications ,  on  trouverait 
3  a^  X -f-4  a  6  x -f  Z)^ X  —  5 a^  c— 4a6 c  — i^  c 
-{-i^Au'-b  —  ^ab^  —  ^P^ 
6  a^x — 4  <2  6x —  2  b'^  x^-a^  c  -\-  ab  c  '. 
transposant  dans  un  seul  membre  tousles  termes  affectés 
àe  Xy   on  obtiendrait 

~^'6a''x-^^abx-Jr'5b^x 
=  2  a^c -^  5  ab  c -^  b^c— 12  d'b-i-Sab^-}-4b\ 
d'où  l'on  conclurait  enfin 

2a^c-{-5abc-^b^c-^i2a''b-^Sab''-^4b^ 

Des  questions  à  deux  inconnues ,  et  des  quantités 
négatives. 

55 .  Dans  les  questions  résolues  précédemment ,  on  n'a 
fait  entrer  qu'une  seule  inconnue ,  au  moyen  de  laquelle 
on  a  exprimé  ,  avec  les  quantités  connues ,  toutes  les 
conditions  de  la  question.  Il  est  souvent  plus  commode 
pour  quelques-unes  de  ces  questions,  d'employer  deux 
inconnues  ;  mais  alors  il  faut  qu'il  y  ait,  explicitement 
ou  implicitement ,  deux  conditions  pour  former  deux 
équations ,  sans  quoi ,  on  ne  pourrait  déterminer  en 
même  temps  les  deux  inconnues. 

La  question  du  numéro  3  ,  surtout  comme  elle  est 
énoncée  dans  le  numéro  4  >  se  présente  naturellement 

avec 
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avec  deux  inconnues;  savoir,  l'un  et  l'autre  des  nombres 
cherchtis.  En  effet ,  si  l'on  désigne 

le  plus  petit  par       a:, 
le  plus  grand  par     y  ^ 
leur  somme  par        a , 
leurdilFerence  par  b, 
on  aura ,  par  l'énoncé  de  la  question , 
jc-i-y  —  a, 
y  ^x—b. 
Chacune  de  ces  deux  équations,  considérée  seule,  on 
peut  deternùner  absolument  l'une  des  inconnues.  Si  de 
la  seconde,  pai*  exemple,  on  tire  la  valeur  de  y,    elle 
donnera 

y=ib-JfX, 

valeur  qui  semble  d'abord  ne  rien  apprendre  sur  ce 
qu'on  cherche,  puisqu'elle  contient  la  quantité  x,  qui 
n'est  pas  donnée;  mais  si,  à  la  place  de  l'inconnue  y 
qu'elle  représente ,  on  la  met  dans  la  première  équation, 
cette  équation,  ne  renfermant  plus  alors  que  la  seule 
inconnue  x,  en  donnera  la  valeur  par  les  procédés  déjà 
enseignés. 

On  aura  en  effet,  par  cette  substitution, 
a: -f- ^ -f  x  =  a , 
ou  2  X  4-  3  —  G  , 

r                                             a  —  b 
ou  enfan  x — • 

et  mettant  cette  valeur  de  x  dans  celle  de  y,  qui  e^t 
b  -^x ,  on  obtiendra 

y=b  +  x=:b-j =  — C_  : 

2  2 

on  aura  donc,  pour  les  deux  nombres  inconnus,  les 
mêmes  expressions  que  dans  le  numéro  3. 

Il  est  facile  de  voir ,  en  effet ,  que  la  solution  ci-des- 
sus ne  diffère   point,  quant  au  fond,  de  celle  du  n*  o-, 
Elém.  d'Alsèbre.   ii^  édition.  F 
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seulement  j'ai  posé  et  résolu  la  seconde  équation 
y- — X —~  b  ,  que  je  m'étais  contenté  d'énoncer  en 
langage  ordinaire  dans  le  numéro  cité,  et  dont  j'a\ais 
conclu  ,  sans  calcul  algébrique  ,  que  le  plus  grand 
nombre  était  x  -{'  h. 

56.  Soit  encore  cette  question  : 

Un  ouvrieT  travaillant  chez  un  particulier  pendant 
IQ.  jours  y  et  ayant  eu  avec  lui,  pendant  les  7  premiers 
jours  sa  femme  et  son  fils ,  a  reçu  'j4  francs;  il  a  tra- 
vaillé ensuite  chez  le  même  particulier  8  autres  jours , 
sur  5  desquels  il  a  eu  avec  lui  sa  femme  et  son  fils ,  et  il 
a  reçu  pour  ce  temps  So  francs.  On  demande  combien  il 
gagnait  par  jour  pour  sa  part,  et  combien  gagnaient  en- 
semble dans  le  même  temps  ,  sa  femme  et  son  fils. 

Soit  X  le  gain  journalier  du  mari, 
y  celui  de  la  femme  et  du  fils  ; 

12  jours  d'ouvrage  du  mari  produiront  iQ.x  , 
j  de  la  femme  et  du  fils  vaudront  jy  ; 

On  aura  donc,  par  la  première  circonstance   du  pro- 
blème , 

8  jours  d'omTage  du  mari  produiront     8  or , 
5  jours  de  lafemme  et  du  fils  vaudront    ^y  ; 
on  aura  donc ,  par  la  seconde  circonstance   du  pro- 
blème , 

8  07  -f-  ^  y  :=.  5o. 

En  raisonnant  ici  de  même  que  dans  la  question  pré- 
cédente ,  on  prendra  la  valem-  de  y  dans  la  première 
équation ,  et  on  aura 

,  74  —  1 2  .r 
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on  mettra  cette  valeur  dans  la  seconde  ,  en  la  multipliant 
par  5,  puisqu'il  y  a.  5y ,  et  il  viendra 

7 
équation  qui  ne  renferme  plus  que  la  seule  inconnue  x» 

En  la  resolvant ,  on  aura  successivement 

5S  X  -\-ojo —  6ox=:35o, 

passant — 4-^^^'^s  le  second  membre,  et  o5o  dans  le 
premier,   on  obtiendra 

070  —  050  =  4-^ 

20  =  4'^ 

5=:X. 
Connaissant  x ,  qu'on  vient  de  ti'ouvef  égal  à  5  ,  si  ou 
met  cette  valeur  dans  la  formule 

74 —  12  X 

le  second  membre  deviendra  connu  ;  car  on  aura 
74 — 12X5      74—60       14 

ainsi  yz=zQ. 

L'homme  gagnait  donc  5  francs  par  jour,  tandis  que 
la  femme  et  le  fils  n'en  gagnaient  que  2. 

5j.  Le  lecteur  aura  peut-être  remarqué  qu'en  résol- 
vant plus  haut  l'équation  670  —  4'^==^35o,  j'ai  fait 
passer  4  J^  dans  le  second  membre  :  j 'en  ai  usé  ainsi  pou  r 
éluder  une  petite  difficulté  qui  aurait  eu  lieu  sans  cela,  et 
dont  je  vais  donner  l'éclaircissement. 

En  laissant  4  ^  dans  le  premier  membre ,  et  passant 
370  dans  le  second  ,  on  aurait 

F  2 
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et  réduisant  le  second  membre  suivant  la  règle  du  n°  19, 
il  en  serait  résulté 

—  4^  =  —  20. 

Mais  puisqu'on  a  évité  dans  le  numéro  précédent  le 
signe  —  qui  affecte  la  quantité  /^x ,  en  passant  cette 
quantité  dans  l'autre  membre;  que  pareillement  la  quan- 
tité 35o — 370  est  devenue  070  —  35o  en  changeant  de 
membre,  et  enfin  qu'une  quantité  en  passant  ainsi  d'un 
membre  dans  un  autre ,  change  désigne  (10),  il  est 
évident  qu'on  peut  parvenir  aux  mêmes  résultats ,  en 
changeant  immédiatement  le  signe  des  quantités —  ^v^ 
-^  35o  —  370,  ce  qui  donnera 

4  X  =  —  35o  -}-  370 , 
ou  ^x^=-Z'jo — 35o  , 

équation  qui  est  bien  la  même  chose  que 

370 — 5Sq=4^- 

On  peut  même  n'opérer  le  changement  de  signe  que 
sur  le  dernier  résultat 

—  4  a:  =  —  20  ; 
et  il  vient  alors ,  comme  plus  haut , 

Il  suit  de  là  qu  on  pourra  transposer  indifféremment 
dans  un  membre  ou  dans  l'autre ,  toutes  les  quantités 
affectées  de  l'inconnue;  on  observera  seulement  de  chan- 
ger en  Tnéme  temps  les  signes  dans  les  deux  membres  du 
dernier  résultat,  lorsque  l'inconnue  sera  affectée  du 
signe  — . 

58.  Avant  d'entreprendre  ,  par  le  moyen  des  lettres, 
la  résolution  générale  du  problème  du  numéro  56,  je  vais 
examiner  encore  un  cas  particulier.  Je  suppose  que  la 
première  somme  reçue  par  l'ouvrier  soit  /fi  fr.,  et  la  se-^ 
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conde  oo  fr.  ,  les  autres  circonstances  demeurant  d'ail- 
leurs les  mêmes  ;  les  équations  de  la  question  seront 

8  07  4-  oy  =  DO. 
La  première  dorme 

4b  —  mx 

y  =  — -i^ — y 

multipliant  cette  valeur  par  5  pour  mettre  le  résultat  à  la 
place  de  5  j'  dans  la  seconde  ,  on  aura 

o  T  -f —  z=  OO  ; 

7 
faisant  disparaître  les  dénominateurs,  on  obtiendra 

56  X  -j-  200  —  Go  a:r=:2io  , 
ou  5^  X  —  60  j:  =  2 1  o  —  23o , 

ou  — 4x:=^ — 20; 

et  changeant  les  signes  des  deux  membres,  d'après  la= 
remarque  du  numéro  précédent,  on  trouvera  enfm 

4x=3  20  , 

Si  Ton  substitue  dans  l'expression  de  j'  à.la  place  àex, 
sa  valeur  5  ,  il  viendra 

46  — Go 

et  réduisant  le  numérateur  de  la  valeur  de  v ,  on  aura 

^  7 
Maintenant,  comment  faut-il  interpréter  le  signe  —  qui 
aîFecte  la  quantité  isolée  14?  On  conçoit  bien  ce  que 
c'est  que  l'assemblage  de  deux  quantités  séparées  par  le 
signe — ,  lorsque  la  quantité  à  soustraire  est  plus  petite 
que  celle  dont  on  doit  la  retrancher  ;  mais  de  quoi  peut- 
on  retrancher  une  quantité  qui  n'est  jointe  à  aucuna- 

F  3 
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autre  dans  le  membre  où  elle  se  trouve  ?  Pour  éclair- 
cir  cette  V  espèce  de  paradoxe  ,  le  meilleur  moyen  qui 
s'offre,  c'est  de  remonter  aux  équations  mêmes  qui  ex- 
priment les  conditions  de  la  question;  car  tenant  de  plus 
près  à  son  énoncé ,  on  y  lira  mieux  les  circonstances  qui 
ont  amené  la  difficulté  présente. 

Je  reprends  donc  l'équation 

1  2  X  -f-  7  J  =  4^ , 
fe  mets  à  la  place  de  x  sa  valeur  5 ,  et  il  vient 

6o-f-7j  =  4^- 
I^a  seule  inspection  de  cette  équation  y  fait  reconnaître. 
ime  absurdité.  En  effet,  il  n'est  pas  possible  déformer 
le  nombre  4^  en  ajoutant  quelque  chose  au  nombre  Goj 
qui  seul  surpasse  déjà  4^. 

Je  prends  aussi  la  seconde  équation 

BX'\-5y:=:5o  y 

et  mettant  5  au  lien  de.r,  je  trouve 
4o  -f-  5 y  ==  5o  ; 
même  absurdité  que  tout-à-l'heure  ,  puisqu'il  faudrait 
que  le  nombre  3o  pût  se  foriiier  en  ajoutant  quelque 
chose  au  nombre  ^o. 

Or  les  quantités  12  a:  ou  60  dans  la  première  équa- 
tion ,  8a:  ou  40  dans  la  seconde,  expriment  ce  que 
gngne  l'ouvrier  par  son  seul  travail  ;  les  quantités  jy  et 
5y  représentent  les  gains  attribués  à  sa  femme  et  à  son 
fils  ;  tandis  que  les  nombres  46  et  3o  désignent  la  somme 
donnée  pour  le  salaire  commun  de  ces  trois  personnes  : 
on  doit  bien  voir  à  présent  en  quoi  consiste  l'absurdité. 

D'après  l'énoncé  ,  l'ouvrier  gagnerait  plus  à  lui  seul 
qu'il  ne  le  fait  aidé  de  sa  femme  et  de  son  fils.;  il  est 
donc  impossible  de  considérer  l'argent  attribué  au  trava^il 
de  la  femme  et  du  fils  comme  augmentant  le  salaire  de 
cet  ouvrier. 
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Mais  si  ,  au  lieu  de  prendre  l'argent  attribué  à  la 
femme  et  au  fils  comme  un  gain  ,  on  le  regai'dait  comme 
une  dépense  faite  par  eux  à  la  charge  de  l'ouvrier ,  alors 
il  faudrait  retrancher  cet  argent  de  celui  que  l'homme 
aurait  gagné  seul ,  et  il  n'y  aurait  plus  de  contradictioa 
dans  les  équations  ,  puisqu'elles  deviendraient 

60  —7^  =  46, 

40  —  5  j'  =  3o  : 
on  tirerait  de  l'une  comme  de  l'autre  , 

^  =  2  ; 
et  on  conclurait  de  là  que  si  l'ouvrier  gagne  5  fr.  par; 
jour  ,  sa  femme  et  son  fils  lui  occasionnent  une  dépensa 
de  2  fr.  ce  qu'on  peut  d'ailleurs  vérifier  ainsi. 
Pour  12  jours  de  travail,  il  revient  à  l'ouvrier 

5^^-  X  12    ou    Go^^; 

la  dépense  de  sa,  femme  et  de  son  fils  ,  pendant  7  jours,, 
e-t  d^ 

2^^-  X7    ou    i4f''-  : 
il  lui  reste  donc  46  fr. 

Pour  8  jours  de  travail ,  il  revient  à  l'ouvrier- 
5'''  X  8     ou    40^''  ; 
la  dépense  de  sa  femme  et  de  son  fils ,  pendant  5  jours-, 
est  de 

2^''  X  5    ou    lo^"'  : 
il  lui  reste  donc  3o  fr. 

Il  est  bien  clair  à  présent  qu'à  l'énoncé  du  numéro 
56  ,  il  faut  ,  pour  que  le  problème  proposé  soit  pos- 
sible ,  avec  les  données  précédentes,  substituer  celui-ci  : 

Un  ouvrier  travaillant  chez  un  particulier  pendant  1 2 
jours ,  ayant  eu  avec  lui,  les  'j  premiers  jours ,  sa  femme 
et  son  fils  ,  qui  lui  occasionnaient  une  dépense  y  a  reçu 
4^  francs  ;  il  a  travaille,  ensuite,  8  autres  jours ,  sur 
5  desquels  il  avait  avec  lui  sa  femme  et  son  fils  ,  dont  il 

F4 


88  ÉLEMENS 

devait  encore  acquitter  la  dépense  ,  et  il  a  reçu  3o  fr. 
On  demande  combien  il  gagnait  par  jour  ,  et  combien 
dépensaient ,  dans  le  même  temps ,  sa  femme  et  son 

fth. 

En  nommant  x  le  gain  Journalier  de  l'ouvrier ,  et  j'  la 
dépense  de  sa  femme  et  de  son  fils  ,  pour  le  même  temps, 
les  équations  du  problème  seront  évidemment 

12,  00  —  j  y  z=  /^S , 
Sx  —  5  y  =  5o  ; 

et  étant  résolues  comme  celles  du  numéro  56  ,  elles 
donneront 

X  =  5^'-  ,       y  =  2^\ 

69.  Dans  tous  les  cas,  où  on  trouvera  pour  la  valeur 
de  l'inconnue  ^  un  nombre  affecté  du  signe  — ,  on  pourra 
rectifier  l'énoncé  de  la  question  d'une  manière  analogue 
à  la  précédente  ,  en  examinant  avec  soin  quelle  est  la 
quantité  qui  ,  d'additive  qu'elle  était  dans  le  premier 
énoncé  ,  doit  devenir  soustractive  dans  le  second  ;  mais 
ï' Algèbre  dispense  de  toute  recherche  à  cet  égard ,  lors- 
qu'on sait  opérer  convenablement  sur  les  expressions 
affectées  du  signe  —  ;  car  ces  expressions  étant  déduites 
des  équations  du  problème  ,  doivent  satisfaire  à  ces 
équations  :  c'est  -  à  -  dire  ,  qu'en  les  soumettant  aux 
opérations  indiquées  dans  l'équation,  on  doit  trouver, 
pour  le  premier  membre  ,  une  valeur  égale  à  celle  du 

second.  Ainsi,  l'expression ,  tirée  des  équations 

12  a: -f7j  =  46, 
S  X  ^  5  y  =  3o  j 

.^oit  ,  conjointement  ,  avec  la  valeur  :r  =  5  ,  déduite 
des  mêmes  équations ,  les  vérifier  toutes  deux. 
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La  substitution  de  la  valeur  de  .r  donne  d'abord 
60  +  7  V  =r  4s  , 
40  -l-Dy=  DO. 

Il  reste  à  faire  la  substitution  de à  la  place  de^  ; 

et  pour  cela ,  il  faut  multiplier  cette  expression  par  7 
et  par  5  ,  en  ayant  égard  au  signe  —  dont  elle  est 
affectée. 

Si  Ton  y -applique  la  règle  des  signes,  donnée  dans  le 
wuraero  42,  pour  la  division  ,  on  aura 

-'4_     ... 


puis  ,  par  la  règle  des  signes  relative  à  la  multiplication, 
on  obtiendra 

7  X  —2  =—  14, 

5  X  —  2  =  —  10. 
Les  équations 

6o-f-7jy'  =  4^      €t      4^4-5j'  =  -^» 
devenant  respectivement 

60  —  1 4  =  46       et       40  —  10  =  00, 

seront  vérifiées  ,  non  pas  en  ajoutant  les  deux  partie^^. 
du  premier  membre ,  mais  bien  en  reti'anchant  la  seconde 
de  la  première ,  comme  on  l'a  fait  plus  haut,  d'après 
la  considération  de  la  forme  de  ces  équations. 

60.  Les  données  du  problème  du  numéro  58  n'ont  pas 
permis  de  le  résoudre  dans  le  sens  du  premier  énoncé , 
c'est-à-dire  par  addition  ,  ou  en  regardant  comme  un 
gain  l'argent  attribué  à  la  présence  de  la  femme  et  du 
fils  de  l'ouvrier;  le  second  énoncé  ne  conviendrait  pas 
davantage  aux  données  du  problème  du  numéro  5o. 
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Si  on  voulait  considérer  dans  ce  cas,  y  coiuiue  expri- 
mant une  dépense ,  les  équations 

8  a:  —  S  y  =  5o  , 
qu'on  aurait  alors  ,  donneraient 

c  4.  —  1.4 

a;  =  ^         et        y  = ; 

^  7 

et  la  substitution  de  la  valeur  de  x  changerait  d'abord 
ces  équations  en 

6o  — 7^=174, 

4o  —  5  j  =  5o. 
L'absurdité  de  ces  résultats  est  précisément  contraire  à 
celle  des  résultats  du  numéro  58  ,  puisqu'il  s'agit  ici  de 
parvenir  à  des  restes  plus  grands  que  les  nombres  6o  et 
4o ,  dont  on  retranche  ks  quantités  j-  y  et  5jy. 

Non-seulement  îe  signe  —  qui  affecte  l'expression  de 
y  indique  l'absurdité  ,  mais  encore  il  la  redresse  ;  car  , 
ëuivant  la  règle  des  signes  , 

7 
et  ^7x— 2r=  +  l4 

—  5  X  —  2  =  -f-  lo. 

Par  ce  moyen ,  les  équations 

60  —  7^  =  74,         40  — 5j/=5o,     • 
devenant 

60+14=74,  40  4- 10=50,. 
se  vérifient  par  addition  -,  et  par  conséquent  les  quantités 
—  j  y  et —  5^,  transformées  en  -j-  14  ,  +  1°  >  au  lieu 
d'exprimer  des  dépenses  à  la  charge  de  l'ouvrier ,  sont 
regardées  comme  un  véritable  gain  pour  lui  :  on  retombe 
donc  encore,  dans  ce  cas,  sur  le  véritable  énoncé  de  la 
question. 

61.  On  apprend  par  les  exemples  précédens  qu'i/ 
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peut  se  trouver  dçjis  les  énonces  des  problèmes  du  pre- 
mier dep-c ,  certaines  contradictions  que  l'Algèbre  fait 
non-seUlement  connaître ,  mais  dont  elle  indique  encore 
kl  rectification ,  en  rendant  soustractives  certaines  quan- 
tités qu'on  avait  rci^ardées  comme  additives ,  ou  addi- 
îives  certaines  quantités  que  Von  avait  regardées  comme 
soustractives ,  ou  en  donnant  pour  les  inconnues  des  va- 
leurs affectées  du  signe  — . 

Voilà  ce  qu'il  faut  entendre  lorsqu'on  dit  communé- 
ment que  les  valeurs  affectées  du  signe  — ,  et  qu'on  ap- 
pelle solutions  négatives  ,  résolvent ,  dans  un  sens  op- 
posé à  son  énoncé ,  la  question  où  elles  se  rencontrent. 

Il  suit  de  là  qu'on  peut  regarder  comme  ne  formant , 
à  proprement  parler  ,  qu'une  seule  question  ,  celles  dont 
les  énoncés  sont  liés  entre  eux  de  manière  que  les  solu- 
tions qui  satisfont  à  l'un  des  énoncés,  peuvent,  par  un 
simple  changement  de  signe  ,  satisfaire  à  l'autre. 

62.  Puisque  les  quantités  négatives  résolvent,  dans 
un  certain  sens  ,  les  problèmes  qui  leur  donnent  nais- 
sance ,  il  est  à  propos  d'examiner  de  plus  près  l'usage 
de  ces  quantités ,  et  d'abord ,  de  s'assurer  de  la  manière 
dont  il  convient  d'effectuer  les  opérations  indiquées  à 
leur  égard. 

On  a  ci-dessus  fait  usage  des  règles  des  signes ,  trou- 
vées précédemment  pour  chacune  des  opérations  fonda- 
mentales ;  mais  ces  règles  n'ont  point  été  démontrées  sur 
des  quantités  isolées.  Pour  la  soustraction,  par  exemple  , 
on  a  supposé  qu'il  fallait  retrancher  de  a  l'expression 
b  —  c ,  dans  laquelle  la  quantité  négative  —  c  était  pré- 
cédée d'une  quantité  positive  b.  A  la  rigueur,  le  raisonne- 
ment ne  dépendant  point  de  la  valeur  de  b,  conviendrait 
encore  quand  on  auraitè=o,  ce  qui  réduirait  l'expres- 
sion b  —  c  à  —  c  ;  mais  la  théorie  des  quantités  néga- 
tives étant  à-la-fois  l'une  des  plus  importantes  et  des 
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plus  épineuses  de  l'Algèbre  ,  il  est  à.propos  de  l'appuyer 

sur  des  bases  solides. 

Pour  parvenir  à  ce  but ,  il  faut  remonter  à  rorigine 
des  quantités  négatives. 

La  plus  grande  soustraction  que  l'on  puisse  opérer  sut? 
une  quantité,  c'est  de  la  retrancher  d'elle-même  ;  et 
dans  ce  cas  ,  on  a  zéro  pour  reste  :  ainsi ,  a  —  a  =  o> 
Mais  lorsque  la  quantité  à  retrancher  surpasse  celle  dont 
il  faut  la  retrancher  ,  on  ne  peut  plus  effectuer  en 
entier  la  soustraction  ;  on  ne  fait  qu'opérer  dans  la 
quantité  à  soustraire  une  réduction  égale  à  la  quantité 
dont  elle  devrait  être  ôtée.  Lorsque  de  3,  par  exemple, 
il  faut  retrancher  5 ,  ou  qu'on  a  la  quantité  3  —  5 ,  en 
ôtant  d'abord  3  de  5  ,  on  décompose  5  en  deux  parties 
3  et  9  dont  la  soustraction  successive  reviendrait  à 
celle  de  5,  et  par  là,  au  lieu  de  3  —  5  on  a  l'expres- 
sion équivalente  3  —3 — 2  qui  se  réduit  à  —  2.  Le 
signe  —  qui  précède  2  montre  que  c'est  ce  dont  il  s'en 
faut  que  la  soustraction  ait  pu  s'opérer  toute  entière  -, 
ensorte  que  si  l'on  eut  ajouté  2  à  la  première  des  quan- 
tités, on  aurait  eu  3  +  2  —  5 ,  ou  zéro.  On  exprime 
donc ,  au  moyen  des  signes  algébriques ,  l'idée  qu'on  doit 
attacher  à  la  quantité  négative  —  a ,  en  formant  l'é- 
quation a  —  a  =  o  ,  ou  en  regardant  les  symboles 
a  —  a  ,  b  —   b  j   etc.  comme  équivalens  à  zéro. 

Cela  posé ,  on  conçoit  que  si  l'on  joint  à  la  quantité 
quelconque  a  le  symbole  b  —  b  qui  n'est  au  fond  que 
zéro  ,  on  ne  changera  point  la  valeur  de  cette  quantité  , 
et  que  par  conséquent  l'expression  a  -^  b  —  b  n'est 
qu'une  autre  manière  d'écrire  la  quantité  a;  ce  qui  est 
d'ailleurs  évident ,  puisque  les  termes  -f-  ô  et  —  b  se  dé- 
truisent. 

Mais  ayant ,  par  ce  changement  de  forme ,  fait  entrer 
dans  la  composition  de  a  les  quantités  -\-  b  et  —  b ,  on 
voit  que  pour  soustraire  l'une  quelconque  de  ces  quan- 
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tltés  ,  il  suffit  de  l'eiTacer.  Si  c'est  -f-  l*  qu'on  veut  sous- 
traire de  a  ,  on  l'efFacera  ,  et  il  restera  a  —  Z> ,  ce  qui 
s'accorde  avec  la  convention  établie  n''  2  ;  si  c'est,  au 
contraire ,  —  Z> ,  on  effacera  cette  dernière  quantité  , 
et  il  restera  a  -\-  b  j  comme  on  le  conclurait  du  n°  20. 

A  l'égard  de  la  multiplication  ,  on  remarquera  que  le 
produit  de  a  —  a  par  -f-  i> ,  doit  être  a  b  —  a  b  ^  parce 
que  le  multiplicande  étant  égal  à  zéro  ,  le  produit  doit 
aussi  être  zéro  ;  et  le  premier  terme  étant  a  ^ ,  le  second 
doit  nécessairement  être  —  a  b  ^  pour  détruire  ce  pre- 
mier. 

On  conclura  de  là  que  —  a  multiplié  par  -|-  b  doit 
donner  —  a  b. 

En  multipliant  a  par  b  —  3  ,  on  aura  encore  ab  —  ab  ^ 
parce  que  le  multiplicateur  étant  égal  à  zéro  ,  le  produit 
sera  aussi  égal  à  zéro  ;  et  il  faudra  par  conséquent  que 
le  second  terme  soit  —  ab  pour  détruire  le  premier 
•i-  ab. 

Donc  4-  Q  multiplié  par  —  b  doit  donner  —  ab. 

Enfin  si  on  multiplie  —  a  par  b  —  Z? ,  le  premier  terme 
du  produit  étant ,  d'après  ce  qui  précède ,  —  ab  /A  fau- 
dra que  le  second  terme  soit  -{-  ab ,  puisque  le  produit 
doit  être  nul  en  même  temps  que  le  multiplicateur. 

Donc  —  a  multiplié  par  —  b  doit  donner  -\-  a  b. 

En  rapprochant  ces  résultats ,  on  en  déduit  les  mêmes 
règles  que  celles  du  numéro  3i. 

Le  signe  d'un  quotient ,  combiné  avec  celui  du  divi- 
seur ,  suivant  les  règles  propres  à  la  multiplication,  de- 
vant reproduire  le  signe  du  dividende ,  on  conclura  de 
ce  qui  ^dent  d'être  dit ,  que  la  règle  des  signes,  donnée 
n°  42  ,  convient  encore  au  cas  actuel ,  et  que  par  con- 
séquent les  quantités  monômes ,  lorsqu'elles  sont  iso- 
lées, se  combinent ,  par  rapport  à  leurs  signes ^  de  même 
que  lorsqu'elles  font  partie  des  polynômes. 
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63.  D'après  ces  remarques  on  pourra  toujours,  lors- 
qu'on rencontrera  des  valeurs  négatives  ,  remonter  au 
véritable  énoncé  de  la  question  résolue  ,  en  cherchant 
de  quelle  manière  ces  valeurs  satisfont  aux  équations  du 
problème  proposé  ;  c'est  ce  que  l'exemple  suivant ,  qui 
se  rapporte  à  des  nombres  différens  d'espèce  de  ceux 
de  la  question  du  n°  56 ,  confirmera. 

6/^.  Deux  couriers ,  pour  aller  à  la  rencontre  l'un  de 
Vautre ,  partent  en  même  temps  de  deux  villes  dont  la 
distance  est  donnée  ;  on  sait  combien  de  kilomètres 
chaque  courier  fait  par  heure  ,  et  on  demande  à  quel 
point  de  la  route  qui  joint  les  deux  villes ,  ces  couriers 
se  rencontreront. 

Afin  de  rendre  plus  évidentes  les  circonstances  de  la 
question ,  j'ai  placé  ci-dessous  une  figure  dans  laquelle 
les  points  indiqués  par  les  grandes  lettres  A  et  B  ,  repré- 
sentent les  lieux  de  départ  des  couriers. 


A  R  B 

J'exprimerai  à  l'ordinaire  par  de  petites  lettres  les  don- 
nées et  les  inconnues  de  la  question. 

a  la  distance  des  points  de  départ  A  et  B , 

b  le  nombre  de  kilomètres  que  parcourt  dans  une 

heure ,  le  courier  parti  du  point  A  , 
c  le  nombre  de  kilomètres  que  parcourt  dans  le 

même  temps,  le  courier  parti  du  point  B. 

La  lettre  R  étant  placée  au  point  de  rencontre  des  deux 
couriers,  je  nommerai  a:  le  chemin  ^iifait  par  le  premier, 
y  le  chemin  BR  fait  par  le  second  ; 
et  comme 

AR-{-BR  =  A  B, 

j'aurai  l'équation 

x+y  —  a. 

Considérant  ensuite  que  les  chemins  x  et  y  sont  par- 
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courus  dans  le  même  temps ,  on  remarquera  que  le  pre- 
mier Courier  ,  qui  fait  un  nombre  h  de  kilomètres  en  une 
heure  de  temps  ,    emploiera  à   parcourir  l'espace  x  , 

X 

un  temps  marque  par  ^. 

De  même  le  second  courier  ,  qui  fait  un  nombre  c 
de  kilomètres  en  une  heure ,  emploiera  à  parcourir  le 

chemin  j',  un  temps  marqué  par<-  ;  on  aura  donc 

b~~  c 
Les  équations  de  la  question  seront  par  conséquent 
X  -f- J  =  a 


En  faisant  disparaître  le  dénominateur  b  de  la  se- 

h. 


conde ,  on  aura 


X  ==: 

c 


mettant  cette  valeur  de  x  dans  la  première  équation  , 
celle-ci  deviendra 

et  on  en  conclura 


by-\-cy^=zac^       a  ou        y 


b-ifc 

Remettant  la  valeur  de  y  dans  celle  de  x ,  on  ob- 
tiendra 

h        ac  abc       ,^   ^ 

a:=-X7-7—        ou        x=     .  .    , — r(5i)- 

ou  enfin 
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Puisqu'il  n'entre  aucun  signe  —  dans  les  valeurs  de 
X  et  de  j  ,  il  est  évident  que  quelques  nombres  qu  oâ 
prenne  pour  les  lettres  a,  è  ,  c ,  on  trouvera  toujours 
pour  X  et  pour  y  deux  nombres  afFectt  s  du  signe  -f- , 
et  que  par  conséquent  la  question  proposée  sera  touiours 
résolue  dans  le  sens  précis  de  son  énoncé.  En  eiiet,  on 
conçoit  facilement  que  dans  tous  les  cas  où  deux  cou- 
riers  vont  en  même  temps  l'un  vers  l'autre  ,  ils  doivent 
nécessairement  se  rencontrer. 

65.  Je  suppose  à  présent  que  les  deux  couriers  aillent 
dans  le  même  sens  ,  celui  qui  part  du  point  A  courant 
après  celui  qui  part  du  point  B  ,  et  qui  tend  vers  un 
point  C,  placé  au-delà  du  point  B ,  par  rapport  au 
point  j4. 

X  B        ~R  C 

Il  est  évident  que  ,  dans  cette  hypothèse ,  le  courier 
parti  du  point  J  ne  peut  rencontrer  le  courier  parti  du 
point  B  ,  qu'autant  qu'il  va  plus  vite  que  ce  dernier  , 
et  le  point  de  rencontre  R  n'est  plus  entre  A  etB ,  mais 
au-delà  de  B ,  par  rapport  à  A. 

En  conservant  les  mêmes  données  que  ci-dessus  ,  et 
en  observant  qu'alors 

AR'-BR^AB, 

on  aura 

oc— y  — a. 


La  seconde  équation 


b~c 


n'exprimant  que  l'égalité  des  temps  employés  par  les 
couriers  à  parcourir  les  espaces  A  RetB  R,  ne  change 

point. 

Les 
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Les  deux  équations  ci-dessus  ,  étant  résolues  comme 
les  précédentes ,  donnent 

ac 


et  enfin 


b         ac    abc 

c      b — c       T(T^^^^* 

ab 
o  —  c 


Ici  les  valeurs  de  x  et  dej^  ne  seront  positives  qu'au- 
tant qu'on  prendra  b  plus  grand  que  c  ,  c'est-à-dire 
qu'on  supposera  que  le  courier  parti  du  point  J  ya  plus 
vite  que  l'autre. 

Si  l'on  fait,  par  exemple, 

b=^2o,         c=ic, 

on  a 

. 20  a        20  a 

oc  - — ^ : .  ;    0/7 

20—10  10  ' 

10  a  10  a 

20 — 10         10  ' 

d'où  il  résulte  que  le  point  de  renconti'e  R  est  éloigné 
du  point  A  de  deux  fois  AB. 

Si  l'on  suppose  ensuite  b  plus  petit  que  c  ;  qu'on 
fasse,  par  exemple, 

^  =  10,  C  =  20, 

on  trouve 

10  g         10c 

~io— 20"~~— io~*~^' 

20  a         20  a 


10—20      — 10 
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Ces  valeurs  étant  affectées  du  signe  — ,  font  voir  que 
la  question  ne  peut  plus  être  résolue  dans  le  sens  de 
son  énoncé  -,  et  en  effet  il  est  absurde  de  supposer  que 
le  Courier  parti  du  point  A  y  ne  parcourant  que  lo  kilo- 
mètres par  heure,  puisse  jamais  atteindre  le  courier  parti 
du  point  B ,  qui  fait  20  kilomètres  par  heure  ,  et  qui 
est  en  ayant  du  premier. 

SS.  Cependant  ces  mêmes  valeurs  résolvent  la  question 
dans  un  certain  sens  ;  car  en  les  substituant  dans  les 
équations 

b  —  'c* 

«n  a  par  les  règles  des  signes 

—  a  -f-  2  a  =  a 

a  2(2 

10  20* 

équations  qui  sont  satisfaites ,  puisqu'en  effectuant  leisi 
réductions  qui  se  présentent,  le  premier  membre  de- 
vient égal  au  second  ;  et  si  l'on  fait  attention  aux  signes 
des  termes  qui  composent  la  première  ,  on  verra  com- 
ment il  faut  modifier  l'énoncé  de  la  question  pour  ea 
Ôter  l'absurdité. 

En  effet,  c'est  le  chemin  a,  correspondant  à  x  et  par- 
couru par  le  premier  courier  ,  qui  est  véritablement 
soustrait  du  chemin  2a ,  correspondant  à  ^  et  parcouru 
par  le  second  courier  ;  c'est  donc  comme  si  on  avait 
changé  ^  en  a:  et  a:  en  ^ ,  et  comme  si  on  avait  supposé 
que  le  courier  parti  du  point  B  allât  après  l'autre. 

Ce  changement  dans  l'énoncé  en  produit  un  dans  la 
direction  du  chemin  des  couriers  ;  ils  ne  tendent  plus 
vers  le  point  C ,  mais  du  côté  opposé  ,  vers  le  point  O, 
comme  le  montre  la  figure  ci-contre  ; 
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C  R'  A  B         R         G 

et  leur  rencontre  se  fait  en  R'.  Il  résulte  de  là 
B  R'  —  AR'  =  A£, 


ce  qui  donne 

*^'" 

x  =  a; 

on  a  toujours  d'ailleurs 

X 

b' 

^y 

~  c* 

et  on  trouverait 

ab 

loa 

■  ^^c-/,- 

20—10 

ac 

20  a 

y  c-^b 

20 — 10 

2a: 


valeurs  positives ,  qui  résolvent  la  question  dans  le  sens 
précis  de  son  énoncé. 

G7.  Cette  question  présente  un  cas  dans  lequel  elle  est 
tout-à-fait  absurde.  Ce  cas  a  lieu  lorsqu'on  suppose  que 
les  deux  couriers  vont  également  vite  ;  il  est  visible  que 
de  quelque  côté  qu'on  les  fasse  marcher,  ils  ne  peuvent 
jamais  se  rencontrer  ,  puisqu'ils  conservent entr'eux l'in- 
tervalle de  leurspointsde  départ.  Cette  absurdité, qu'au- 
cune modification  dans  l'énoncé  ne  peut  faire  disparaî- 
tre ,  se  manifeste  bien  évidemment  dans  les  équations. 

On  a  alors  b  ■=  c ,  puisque  les  couriers  allant  égale- 
ment vite,  parcourent  le  même  espace  dans  une  heure  ; 
l'équation 

b—c 


devient . 

X 

y 
~b 

et  donne 

X  : 

^y- 

Par  là  r. 

équation 

X 

-y-- 

=  a  se 

change 

en 

X  X 

^= 

a. 

ou 

0  — 

G  3 

100  }S    L   ^   M    E    N   s 

résultat  bien  absurde  ,  puisqu'il  suppose  nulle  une  quan- 
tité a  dont  la  grandeur  est  donnée. 

68.  Cette  absurdité  se  montre  d'une  manière  assez 
singulière  dans  les  valeurs  des  inconnues 

ah  ac 

leur  dénominateur  h  —  c  devenant  o  lorsque  hz=.  c ,  on  a 
ah  ac 

o  -^        o 

On  n'aperçoit  pas  aisément  ce  que  peut  être  le 
quotient  d'une  division ,  quand  le  diviseur  est  zéro  ;  on 
voit  seulement  que  si  on  prenait  h  très-voisin  de  c  ,  les 
valeurs  de  x  et  de^  deviendraient  très-grandes.  Pour 
s'^n  convaincre ,  il  n'y  a  qu'à  prendre 

on  aura  x  =  —  =  ooa 

o,2 

5,8a 
y  =  -^ — =2qa; 

qu'on  passe  ensuite  à 

h  =  S        c  =  5,9 , 

on  aura 

Sa      ^ 
xr=  —  =  bo  a, 

0,1 

qu'on  fasse  encore 

bz=6,  c=:5,99, 

il  viendra 

6a       ^ 
X  = =booa, 

0,0 1  * 


5,99  a      f. 


Q.Ol 
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et  on  voit  facilement  que  le  diviseur  diminuant  à  me- 
sure qu'on  rend  plus  petite  la  différence  des  nombres 
è  et  c  ,  on  obtient  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes. 

Cependant ,  comme  quelque  petite  que  soit  une  quan- 
tité ,  elle  ne  peut  jamais  être  prise  pour  zéro  ,  il  s'en- 
suit que  quelque  peu  differens  qu'on  supposât  les 
nombres  représentés  par  les  lettres  Z>  et  c ,  et  quelque 
grandes  que  fussent  par  conséquent  les  valeurs  de  x  et 
de  y  résultantes ,  jamais  on  n'atteindrait  à  celles  qui 
repondent  au  cas  où  b  =  c. 

Ces  dernières  ne  pouvant  être  représentées  par  aucun 
nombre  ,  quelque  grand  qu'on  le  suppose  ,  sont  dites  in-' 

finies;  et  toute  expression  de  la  forme  — ,  dont  le  déno- 
minateur e^  zéro  ,  est  regardée  comme  le  symbole  de 
Vinjîni: 

Cet  exemple  montre  que  \ infini  mathématique  est  une 
idée  négative ,  puisqu'on  n'y  pâment  que  par  l'impos- 
sibilité d'assigner  une  quantité  qui  puisse  résoudre  la 
question. 

On  pourrait  demander  ici  coniment  les  valeurs 

ah  ac 

o  -^         o 

satisfont  aux  équations  proposées  ;  car  c'estune  propriété 
essentielle  de  Valgébre  que  les  symboles  des  valeurs  des  in- 
connues, quels  qu'ils  soient,  étant  soumis  aux  opérations 
indiquées  sur  ces  inconnues,  satisfassent  aux  équations 
du  problème. 

En  les  substituant  dans  les  équations 
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qui  répondent  au  cas  où  Z»=r  c  ,  on  a ,  par  la  première 
ab      ab 


ou 

ou  enfin 


o        o 
ab--ab^^  ^^  ah^abr=aXo, 


0  =  0,         puisque         cXO  =  o. 
La  seconde  équation  donne  ,  dans  la  même  circons- 
tance , 

ah  ah 


0X6      0X6' 
les  deux  membres  de  chaque  équation  devenant  égaux, 
ces  équations  sont  satisfaites. 

Il  reste  encore  à  expliquer  comment  la  notion  indi- 
quée par  l'expression  — ,  corrige  l'absurdité  du  résultat 

trouvé  dans  le  n°  ^j.  Pour  cela,  on  divisera  par  x  les  deux 
membres  de  l'équation 

on  aura 

X        X  ' 

et  comme  l'équation 

x__y 

b—b 

donne  x  r=:y ,  la  première  deviendra 

a  a 

1  —  1  =-  ou  Or=:-. 

X  X 

L'erreur  consiste  ici  dans  la  quantité  -,  dont  le  second 

membre  surpasse  le  premier;  mais  cette  erreur  deviendra 
de  plus  en  plus  petite,  à  mesure  qu'on  prendra  pour  x 
un  plus  grand  nombre.  C'est  donc  avec  raison  que  l'Al- 
gèbre donne  pour  x  une  expression  qu'aucun  nombre. 
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quelque  grand  qu'il  soit,  ne  saurait  représenter  ,  mais 
qui ,  venant  à  la  suite  de  celles  qui  représentent  des  nom- 
bres de  plus  en  plus  grands ,  indique  dans  quel  sens  on 
peut  atténuer  de  plus  en  plus  l'erreur  de  la  supposition. 

69.  Si  les  couriers  allant  également  vite,  et  dans  le 
même  sens ,  partaient  du  même  point,  leur  jonction  ne 
se  ferait  plus  à  un  point  particulier,  puisqu'elle  aurait 
lieu  dans  toute  l'étendue  de  leur  course  :  il  est  bon  de 
voir  comment  cette  circonstance  est  représentée  par  les 
valeurs  que  prennent  dans  ce  cas  les  inconnues  x  ety. 

B 

A  C 

Le  pointue  et  le  point  B  étant  confondus  ensemble, 
on  a  pour  ce  cas  ,  a  =  o,  et  toujours  Z?  =  c;  il  vient  donc 

c.b o  o.c o 

o        o  '       ^         o        o' 

Pour  interpréter  ces  valeurs ,  qui  indiquent  une  divi- 
sion dans  laquelle  le  dividende  et  le  diviseur  sont  nuls 
tous  les  deux,  je  remonte  aux  équations  de  la  ques- 
tion. La  première  ,  devenant 

X — ^=0,     donne     x:=y'j 

et  substituant  cette  valeur  dans  la  seconde  équation, 
qui  est  alors 

La  dernière  équation  ayant  ses  deux  membres  iden*- 
tiques ,  c'est-à-dire  ,  composés  de?  mêmes  termes  , 
pris  avec  le  même  signe  ,  est  satisfaite  ,  quelque  va- 
leur qu'on  assigne  à  ^  ,  et  ne  saurait  déterminer  cette 
inconnue.  D'ailleurs ,  il  est  évident  que  l'équatioa 

y=:*f      revient  a    a:  =  v, 
00 

et   n'exprime    par   conséquent  rien  de   plus   que   la 

G  4 


^  F 
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première  (*).  Il  résulte  seulement  de  l'une  et  de 
l'autre  ,  que  les  deux  couriers  seront  toujours  en- 
semble ,  puisque  les  distances  x  etjy,  partent  toutes  deux 
du  point ^j  et  sont  égales,  leur  valeur  restant  d'ailleurs 
indéterminée.  L'expression  ^  est  donc  ici  le  sym- 
bole d'une  quantité  indéterminée  :  je  dis  ici ,  car  il  y  a 
des  cas  où  cela  n'est  pas  ;  mais  alors  l'expression  pro- 
posée n'a  pas  la  même  origine  que  la  précédente. 
70.  Pour  en  donner  un  exemple  ,  soit 

Cette  quantité  devient  °  dans  sa  forme  actuelle ,  lorsqu'on 
fait  ar=h\  mais  si  on  la  réduit  d'abord  à  sa  plus  simple 
expression,  en  supprimant  le  facteur  a  —  b^  commun  au 
numérateur  et  au  dénominateur ,  on  trouve 

c  (a  -f-  Z)) 
'        l  ' 

ce  qui  donne  sa  quand  a  ■=z  h. 

Il  n'en  est  pas  de  même  des  valeurs  de  x  et  de^ ,  ti'ou- 
vées  dans  le  n°  précédent;  car  elles  ne  sont  pas  suscep- 
tibles d'être  réduites  à  une  plus  simple  expression. 

Il  suit  de  ce  que  je  viens  de  dire,  que  lorsqu  on 
rencontre  une  expression  qui  devient  f ,  il  faut,  avant 
de  prononcer  sur  sa  valeur,  chercher  si  le  numérateur 
et  le  dénominateur  n'ont  pas  quelque  facteur  com- 
mun qui,  devenant  nul,  rende  ces  deux  termes  égaux 
à  zéro  en  même  temps  \  et  en  le  supprimant ,  on  ob- 

(*)  Pour  abréger  le  discours  ,  les  analystes  appliquent  aux 
cq^uatîons  mêmes  ,  l'epithète  à"* identique. 

*y  ='j  est  une  équation  identique,  5  —  3a:  =  5  —  3a-  en  eit  une 

auire  \  et  quand  deux  e'quations  n'expriment  que  la  mcnae  choit*, 
ou  dit  aussi  que  <:cs  équations  sont  idenuqucs. 


D'A    L   G    È    B   R    E.  Io5 

tiendra  la  \Taie  valeur  de  l'expression  proposée.  Il  y  a 
cependant  des  cas  qui  pourraient  échapper  à  cette  mé- 
thode ;  mais  les  bornes  de  cet  ouvrage  ne  me  permet- 
tent que  de  faire  remarquer  \efait  analytique.  C'est  en 
traitant  du  calcul  différentiel,  qu'on  donne  les  procédés 
généraux  pour  trouver  la  -sTaie  valeur  des  quantités  qui 
deviennent  |  (*). 

71 .  Ce  qui  précède  fait  voir  bien  clairement  que  lesso- 
lutions  algébriques,  ou  satisfont  complètement  à  renoncé 
du  problème  y  quand  il  est  possible,  ou  indiquent  une 
modification  à  faire  dans  V énoncé  ,  lorsque  les  données 
présentent  des  contradictions  qui  peuvent  être  levées , 
ou  enfin  font  connaître  une  impossibilité  absolue,  lors-- 
qu'il  n'y  a  aucun  moyen  de  résoudre  avec  les  mêmes 
données ,  une  question  analogue  dans  un  certain  sens  à  la 
proposée. 

72.  Il  faut  remarquer  dans  la  solution  des  différens 
cas  de  la  question  précédente ,  que  le  changement  de 
signe  des  inconnues  x  et  y,  répond  à  un  changement 
dans  la  direction  des  chemins  que  ces  inconnues  repré- 
sentent. Quand  l'inconnue  j'  était  comptée  de  B  vers  A  , 
elle  avait  dans  l'équation 

x-^y~a, 

le  signe -f-,  et  elle  a  pris  le  signe  —  pour  le  second  cas, 
lorsqu'on  l'a  portée  du  côté  opposé,  de  B  vers  C,  n°  65  , 
puisqu'on  a  eu  pour  première  équation 

x—yz=a. 

En  effectuant  ce  changement  de  signe  dans  la  seconde 


{*)  Voyez  Traité  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral. 
loin.   I ,  ou  le  Traité  Elémentaire  sur  le  même  sujet. 
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équation 

on  trouverait 

b~     c' 

résultat  qui  n'est  pas  celui  qu'on  a  donné  dans  le  n°  cité  ; 
mais  il  faut  observer  que  le  chemin^  se  compose  par 
des  multiples  de  l'espace  c  que  parcourt  en  une  heure  le 
Courier  parti  du  point  B  j  et  cet  espace  étant  dirigé  dans 
le  même  sens  que  l'espace^,  doit  être  supposé  de  même 
signe  ,  et  prendre  par  conséquent  le  signe  —  lorsqu'on 
le  donne  à  y  :  on  aura  par  cette  remarque 
X      — V  X      y 

o      — c  oc 

Il  suffit  donc  d'un  simple  changement  de  signe  pour 
comprendre  le  second  cas  de  la  question  dans  le  premier; 
et  c'est  ainsi  que  l'Algèbre  donne  à-la-£ois  la  solution  de 
plusieurs  questions  analogues. 

Le  problème  du  n°  1 5  en  offre  un  exemple  bien  évi- 
dent. On  a  supposé  dans  cet  article ,  que  le  père  devait 
au  fils  une  somme  d;  si  on  veut  résoudre  la  question 
dans  l'hypothèse  contraire ,  c'est-à-dire  ,  en  supposant 
que  le  fils  doive  à  son  père  la  somme  d ,  il  suffira  de 
changer  le  signe  de  d,  dans  la  valeur  de  Xj  et  l'on  aura 
bc  —  d 

enfin ,  si  on  les  suppose  quittes  l'un  envers  l'autre ,  il 
faudra  faire  c?=o,  et  il  viendra 
__     bc 
^  —  a-\-b' 
Rien  n'est  plus  aisé  que  de  vérifier  ces  deux  solutions , 
en  mettant  de  nouveau  le  problème  en  équation,  pour 
chacun  des  cas  qu'on  vient  d'énoncer. 
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70.  Ce  n'est  que  pour  conserver  l'analogie  entre  les 
problèmes  des  n°'  56  et  64,  que  j'ai  employé  deux  in- 
connues dans  le  second.  On  pomTait  résoudre  l'un  et 
l'autre  avec  une  seule  inconnue  ;  car ,  lorsqu'on  dit  que 
l'ouvrier  a  reçu  74  francs  pour  12  jours  de  son  travail 
et  7  de  celui  de  sa  femme  et  de  son  fils ,  il  en  résulte  que 
si  on  nomme  y  le  gain  de  la  femme  et  du  fils,  et  que  de 
74  francs  onôte  7^,  il  reste  j4  —  7 y  pour  12  journées 

de  l'ouvrier,  d'où  il  suit  qu'il  gagne ^  par  jour. 

Calculant  de  même  son  gain  pour  la  seconde  circons- 

^                ,.,            5o  —  5y 
tance,  on  trouvera  qu  il  gagne ^ — ^  par  jour. 

En  égalant  ces  deux  quantités,  on  formera  l'équation 

74  — 7J_^5o  — 5^ 
12  8       ' 

De  même  ,  dans  la  question  du  n°  G4  > 


A  R  B 

Si  ce  désigne  le  chemin  AR  fait  par  le  courier  parti 
du  point  ^,  BR=a  —  x,  sera  celui  du  courier  parti 
du  point  B  en  allant  vers  A  ;  ces  deux  chemins  étant  faits 
dans  le  même  temps  par  les  couriers  qui  parcourent  res- 
pectivement les  nombres  Z>  et  c  de  kilomètres  par  heure  , 
on  aura 

X a — X 

d'où 

c x:=r a  b  —  bxy 

a  b 

""—b^c' 

La  différence  entre  les  solutions  que  l'on  vient  de  don- 
ner et  celles  des  n"'  56  et  Q^  >  ^^  consiste  qu'en  ce  que  l'on 


ïoS  ^LÉMENS 

a  formé  et  résolu  la  première  équation  par  le  secours  da 
langage  ordinaire,  sans  y  employer  l'écriture  ui?ébii- 
que  ;  et  il  est  évident  que  plus  on  pousse  loin  l'usage 
du  premier  procédé,  moins  il  reste  à  faire  avec  le  second. 

'/4'  On  ajoute  quelquefois  au  problème    du   n°  Q^  > 
une  circonstance  qui  ne  le  rend  pas  plus  difficile. 


A  R  C  B 

On  suppose  que  le  courier  parti  dupoint  B  s'est  mis  en 
marche  un  nombre  d  d'heures  avant  celui  qui  part  du 
point  A. 

Il  est  évident  que  cela  revient  à  changer  le  point  de 
départ  du  premier  •  car  s'il  fait  un  nombre  c  de  kilo- 
mètres par  heure,  il  parcourra  un  espace  B  C^=cd  en 
é/ d'heures,  et  se  trouvera  au  point  C,  lorsque  l'autre 
courier  partira  du  point  j4  ^  ensorte  que  l'intervalle  des 
lieux  de  départ  sera 

JC=AB-'BC  —  a'^cd. 

En  écrivant  donc  a  —  c  d,  à.]a  place  de  a  ,  dans  l'é- 
quation du  n°  précédent ,  on  aura 

oe      a — 'cd  —  x 
b~  l 

ah  —  hcd 


b-{-c 
Si  les  couriers  allaient  dans  le  même  sens 

A  B         C         a 

l'intervalle  des  lieux  de  départ  serait 

ACz=AB-\-BC  —  a'\-cd; 

le  chemin  parcouru  par  le  courier  parti  du  point  A  se- 
rait AR^  tandis  que  celui  de  l'autre  courier  serait 

CR  =  AR-^ACi 


D'A 

on  aurait  donc 

X 
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X  —  o —  cd 

d'où 

,_ .                        ^ 

c 
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ab-^-bcd 


b—c 
75.  Enoncé  de  cette  manière,  le  problème  présente  un 
cas  où  l'interprétation  de  lavaieur  négative  trouvée  pourx, 
offre  quelque  difficulté  ;  c'est  lorsqu'en  faisant  aller  les 
couriers  en  sens  contraire ,  on  donne  au  nombre  d  une 
valeur  telle,  que  l'espace  i^Creprcsentépar  c  J,  devient 
plus  grand  que  a  ,  qui  représente  A  B. 


C  R  A  B 

Alors  le  courier  parti  du  point  B  se  trouve  en  C  de  l'autre 
côté  de  ^  ,  au  moment  où  on  fait  partir  celui-ci,  vers  le 
point  B  \'\\  y  a  donc  absurdité  à  supposer  que  les  deux 
couriers  puissent  ainsi  se  rencontrer. 
Si  l'on  avait ,  par  exemple , 

C  =  400'^",      ^'=l!2^'",      cr^S'"",      dz=^o^, 

il  en  résulterait  cd^=  4-<^'"">  ^i^^i  ^^  point  C  serait  à 
80'''"  au-delà  du  point  >^j  par  rapport  au  point  B\  mais 
OB  trouverait  alors 

4^0. 12  —  60.8. 12 4^°-^  — Go.  2. 12 

8+12  2  -f-3 
1200  —  144^ 240 o 


Ainsi  la  rencontre  des  couriers  aurait  lieu  dans  un  point 
R  ,  placé  à  48*""  de  l'autre  coté  du  point  A ,  mais  entre 
-^  et  C ,  quoiqu'il  semble  que  le  courier  parti  de  ^_,  de- 
vant continuer  son  chemin  au-delà  du  point  C ,  ne  pour- 
rait être  joint  par  l'autre  courier,  qu'après  avoir  passé 
ce  Doint. 


iio  :él:emens 

Pour  connaître  la  question  résolue  dans  ce  cas,  il  faut 
substituer  au  lieu  de  x  le  nombre  négatif  —  m ,  dans 
l'équation  qui  devient 

771 a  —  cd-{-Tn 

ou  en  changeant  le  signe  des  deux  membres  , 

771  cd a 771 


b  ~~  c 

On  voit  que  le   chemin  parcouru  par  le  courier  parti 


C  R  A  B 

du  point  B,  est  cd  —  a  —  771 ,  ou  ce  qui  reste  de  BC , 
quand  on  en  retranche  A  B  et  A  R,  c'est-à-dire  C  R  , 
et  que  AC-=icd — a  :  c'est  donc  comme  si  le  second 
courier  eût  dû  partir  immédiateraent  du  point  C  où  il 
se  trouve  au  départ  du  premier  ;  mais  puisqu'ils  vont 
en  sens  contraires,  leur  rencontre  doit  nécessairement 
avoir  lieu  dans  l'intervalle  A  C.  Ce  cas  rentre  ainsi  dans 
le  premier  de  ceux  du  n°  74 ,  où  il  suffit  de  changer 
a—cden  cd — a  pour  obtenir  la  valeur  qu'aurait  771,  d'a- 
près l'équation  ci-dessus. (l^oyez  la  note  à  lafm  du  vol.). 

76.  Le  problème  du  n*  56 ,  étant  généralisé  ,  s'énonce 
ainsi  qu'il  suit  : 

Un  ouvrier  ayant  passé  un  nombre  a  de  jours  dans 
une  maison  ,  et  ayant  eu  avec  lui  sa  femme  et  son  Jils 
pendant  un  nombre  b  de  jours ,  a  reçu  une  somme  c  ; 
il  a  passé  ensuite  dans  la  même  maison  un  nombre  d  de 
jours  y  il  a  eu  cette  fois  avec  lui  sa  femme  et  son  fds 
pendant  un  nombre  e  de  jours  ,  et  il  a  reçu  une  somme 
ï:  on  demande  ce  qu  il  gagnait  par  jour  ^  et  ce  que 
gagnaient  sa  femme  et  son  fils  pendant  le  même  temps. 

Soient  toujours  x  le  prix  de  la  journée  de  l'ouvrier  et 
y  celui  de  la  journée  de  sa  femme  et  de  son  fils  : 

\ 
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pour  un  nombre  a  de  jours ,  il  aura  ax  , 

pour  un  nombre  b  de  jours ,  sa  femme  et  son  fils  auront  b  y 

ainsi 

a  X  -\-  b y^=  C'y 

pour  un  nombre  d  de  fours ,  il  aura  d  x , 

pour  un  nombre  e  de  jours ,  sa  femme  et  son  fils  auront 

ey  y  ainsi 

dx-}-ey:=f: 

voilà  les  deux  équations  générales  de  la  question. 
On  tii'e  de  la  première 

x_— — -, 

multipliant  cette  valeur  par  d ,  pour  la  substituer  à  lâ 
place  de  x ,  dans  la  seconde  équation ,  on  aura 

,  cd — bdy 

ax= ^  , 

a 

et  par  conséquent 

cd — bdy   .  f, 

— ^+'y=f- 

En  faisant  disparaître  les  dénominateurs  de  cette  équa- 
tion ,  on  obtiendra 

c  d  —  b  dy  -{-  ae y=:  af, 
d'où  on  conclura  successivement 

a  e  y  —  b  dy  =  af —  c  d, 
af — cd 
•^        ae  —  bd' 
Connaissant  maintenant  y,  si  on  met  sa  valeur  dans 
celle  de  x ,  cette  dernière  sera  connue  \  on  aura 

ae  —  bd 

x  = . 

a 

Pour  simplifier  cette  expression^  il  faut  d'abord  faire  la 
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multiplication  indiquée  sur  les  quantités 

b 

ce  qui  donne 


,  a  f —  cd  r  r    ^ 

ae — bd 


a  bf —  bcd 


ae  —  bd 

X  — ; 

a 

puis  réduire  c  au  dénominateur  de  la  fraction  qui  l'ac- 
compagne ,  et  effectuer  la  soustraction  de  cette  frac- 
tion (53)  :  il  vient 

ace  —  bcd  —  abf-4-  bcd 

ae  —  b  d 

a 
ou  en  réduisant 

ace  —  a  bf 
ae  —  bd      ,^- 

x= — - — (*). 

(*)  Il  pourraity  avoir  quelque  difficulté  sur  le  sens  de  cette  expres- 
sion 5  pour  la  prévenir ,  il  faut  faire  attention  à  la  barre  de  division 
qui  se  trouve  place'e  dans  lecoqjs  de  la  ligne.  Ainsi ,  dans  l'expression 

X  =-7-,  ^  représente  le  dividende,  soit  entier,  soit  fractionnaire, 

et  5  le  diviseur,  dans  l'une  et  l'autre  hypothèse.  D'après  cette  con- 
A 

C 

vention,  l'expression  x  = -—-signifie que  areste'galau  quotient  delà 

A  A 

fraction -^divisée  par  By  et  l'expression  or  = -^  indique  pour  x  le 

■n 

quotient  de  ^divisé  par  la  fraction  -^j  enfin  ou  a,  par  l'expressioa 
A_ 

(j  AU 

x=z—~\e  quotient  de  la  fraction  -^  divisée  par  la  fraction  -yr-, 

u 

Ces  remarques  font  sentir  la  nécessite  de  placer  les  barres  con- 
formemeut  au  résultat  qu'on  se  propose  d'indiquer. 

En 
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En  elTectuant  la  division  par  a  (5i  ) ,  on  trouvera 
ace — cibf 
~  a'e  —  abd* 
et  en  supprimant  le  facteur  a,  commun  au  numérateur 
et  au  dénominateur  (  38  )  ,  on  aura  enlia 
ce  —  bf 
ae — bd' 
Les  valeurs 

ce  —  bf  af — cd 

.         ae  —  bd*        -^       ae  —  bd 
s'appliquent  de  la  même  manière  que  celles  qu'on  a  trou- 
vées ci-dessus,  pour  des  équations  littérales  à  une  seule 
inconnue  :  on  y  substitue  au  lieu  des  lettres  les  nombres 
particuliers  à  l'exemple  qu'on  a  choisi. 

On  obtiendra  les  résultats  du  n°  56 ,  en  faisant 
C=12,  b=zj^  0  —  ^4 

dz=z     S,  e=:5,  yz=:5o, 

et  ceux  du  n°  58  ,  en  faisant 

d=    8  ,         e  =:  5 ,        f=  3o. 

jy.  Les  valeurs  de  x  et  de  y  ne  conviennent  pas 
seulement  à  la  question  proposée  :  elles  s'étendent  à 
toutes  celles  qui  conduisent  à  deux  équations  du  pre- 
mier degré  à  deux  inconnues  ^  car  il  est  visible  que 
ces  équations  sont  nécessairement  comprises  dans  les 
formules , 

a  X  -}-  b  y  =  c  , 

dx  'i'ey=f, 

pour\-u  qu'on  entende  par  les  lettres  a ,  b  ,  det  e  y  l'en- 
semble des  quantités  données  qui  multiplient  respecti- 
vement les  inconnues  x  et  y  ,  et  par  les  lettres  c  etf, 
l'ensemble  des  termes  tous  connus  ,  passés  dans  le  se- 
cond membre. 

Elem.  d'Algèbre,  i  l'édition.  H 
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De  la  résolution  d'un  nombre  quelconque  d* équations  âa 
premier  degré ^  renfermant  un  pareil  nombre  d'inconnues, 

78.  Lorsqu'une  question  renferme  autant  de  condi- 
tions distinctes  qu'elle  contient  d'inconnues  ,  chacune 
de  ces  conditions  fournit  une  équation  ,  dans  laquelle 
il  arrive  souvent  que  les  inconnues  sont  mêlées  entre  elles, 
comme  on  l'a  vu  déjà  sur  des  problèmes  à  deux  incon- 
nues \  mais  si  ces  inconnues  ne  sont  qu'au  premier  degré  , 
on  peut,  ainsi  qu'on  l'a  fait  dans  les  numéros  précédens, 
prendre  dans  Vune  des  équations  la  valeur  de  l'une  des 
inconnues ,  comme  si  tout  le  reste  était  connu ,  et  subs- 
tituer cette  valeur  dans  toutes  les  autres  équations ,  qui 
ne  contiendront  plus  après  cela  que  les  autres  inconnues. 

Cette  opération,  par  laquelle  on  chasse  une  des  incon- 
nues, se  nomme  élimination.  Par  son  moyen,  si  l'on  a  trois 
équations  à  trois  inconnues ,  on  en  déduira  deux  équa- 
tions à  deux  inconnues ,  qu'on  traitera  comme  on  a  fait 
ci-dessus  ;  et  ayant  obtenu  les  valeurs  des  deux  dernières 
inconnues  ,  on  les  substituera  dans  l'expression  de  la 
première. 

Si  l'on  a  quatre  équations  à  quatre  inconnues ,  on  en 
déduira  en  premier  lieu  trois  équations  à  trois  incon- 
nues ,  qu'on  traitera  comme  il  vient  d'être  dit  ;  puis  ayant 
trouvé  les  valeurs  des  trois  inconnues ,  on  les  substituera 
dans  l'expression  de  la  première,  et  ainsi  de  suite. 

Voici  pour  exemple  une  question  qui  renferme  troi? 
inconnues  et  trois  équations. 

79.  On  a  acheté  séparément  les  charges  de  trois  voi- 
tures :  la  première  qui  contenait  3o  mesures  de  seigle , 
20  d'orge  et  10  de  froment ,  a  coûté  2,50  francs  ; 

La  seconde  qui  contenait  i5  mesures  de  seigle ,  6 
d'orge  et  12  de  froment ,  a  coûté  i5Sfî'ancs  ; 

La  troisième  qui  contenait  10  mesures  de  seis:le ,  5 
d'orge  et  4  de  fr ornent  ^  a  coûté  'j S  francs  ,- 


D'A    L    G    E    B    R    E.  n5 

On  demande  d  combien  revient  la  mesure  de  seigle , 
celle  d'orge  et  celle  de  froment? 
Soit  X  le  prix  de  la  mesure  de  seigle , 
y  celui  de  la  mesure  d'orge  , 
z  celui  de  la  mesure  de  froment. 
Pour  remplir  la  première  condition,  on  obsen'era  que 
5o  mesures  de  seigle  vaudront       oc  x , 
20  mesures  d'orge  vaudront  20  y  , 

1  o  mesures  de  froment  vaudront    102,; 
et  le  tout  devant  faire  1200  francs,  on  aura  l'équation 
5o  X  -{-  20  y  -^  10  z  =  23o  : 
Pour  la  seconde  condition,  on  aura 

i5  mesures  de  seigle  qui  vaudront         i5  x, 
6  d'orge  6  y  , 

12  de  froment  12s, 

et  par  conséquent 

1 5  a: -f- 6 3^  +  1 2  z  =:  i38  : 
Pour  la  troisième  condition  ,  on  aura 

1  o  mesures  de  seigle  qui  vaudront         1  o  x  , 
5  d'orge  5yy 

4  de  froment  /^z  , 

et  par  conséquent 

La  question  proposée  sera  donc  ramenée  aux  trois 
équations 

Zo -x  -\-  20  y  ~\-  ioz  =  25o 
i5  X -f-    S  y -{-  12  z^=zi5S 

Avant  d'en  entreprendre  la  résolution,  j'examine  s'il 
n'est  pas  possible  de  les  simplifier ,  en  divisant  par  un 
même  nombre  (12)  les  deux  membres  de  quelqu'une  ;  et 
)e  vois  qu'on  peut  diviser  tous  les  termes  de  la  pre- 
mière par   ic.  et  tous  ceux  de  la  seconde  par  3  :  en 

H   2 


Îl6  il    L   É    M   E    N   $ 

elfectuant  ces  divisions  ,  je  n'ai  plus  à  in'occuper  que 
des  équations 

5  X  -\-  Q y  -}-     zi=25 

lo  X  -I-  5 y  -^  4  ^  ^=7^- 
Pouvant  choisir  l'une  quelconque  des  inconnues  pour 
en  tirer  la  valeur  ,  je  prends  celle  de  z  dans  la  première 
équation  ,  parce  que  cette  inconnue  n'ayant  point  de 
coefficient ,  sa  valeur  sera  une  quantité  sans  diviseur  , 
ou  entière  ;  il  vient 

2.:=  23  —  5  X  —  2  y. 
En  mettant  cette  valeur  dans  la  seconde  et  la  troisième 
équation ,  on  les  change  en 

S  X -j- 2 y -j- Q2 —  12  a;  —  8^  =  4^ 
1007  +  5^4- 92  —  1207  —  Sy  =j5i 
et  réduisant  leur  premier  membre ,  on  trouve 
92  —  j  X  —  S  y  c=  4^ 
gâ  —  2  jc  —  3 y  =  75. 
Pour  traiter  ces  équations  ,    qui  ne  renferment  plus 
que  deux  inconnues  ,  je  prends  dans  la  première  la  va- 
leur de  l'inconnue  y  -,  j'obtiens 

Q2 — 4^ — jx  4^  —  7^ 

y==- — \ — —    ^^    y^^-^^ 

et  par  la  substitution  de  cette  valeur  ,  la  seconde  équa- 
tion devient 

„  4^ 7^  K 

92— 2x— 3x-^— g^^  =  75. 

Je  pourrais  faire  évanouir  le  dénominateur  6  par  la  mé- 
thode ordinaire  ,  mais  j'observe  que  ce  dénominateur 
étant  divisible  par  5,  peut  se  simplifier  en  effectuant  sur  la 

fi-action ^-2— ,  la  multiplication  par  3 ,  conformé- 
ment au  n"  54  de  YArithm.  \  j'ai  par  ce  moyen 
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40  — yx 

Q2  — 2X =:  73, 

En  faisant  aloFs  disparaîti-e  le  dénominateur  2  ,  je  trouve 

1 84  —  4  ^  —  4^  -}-  7  a:  =  1 5o  ; 

le  premier  membre  étant  réduit ,  il  vient 

iû8  -f.  3  X  =  i5o, 

d'où  on  conclut 

i5o — io8       iQ.  , 

x= ^5 =  ~T    o^     x==4- 

o  o 

La  substitution  de  cette  valeur  dans  l'expression  de 
y  donne 

46  —  7  X  4      46  —  28      18 
y  = g =^-__^„      ou    y^o, 

et  par  la  substitution  des  valeurs  de  x  et  de  ^  ,  dans 
l'expression  de  2  ,  on  obtient 

Z:=20 3X4  —  2X3  =  23 12 6    OU    2  =  5. 

Il  suit  de  là  ,  que  la  mesure  de  seigle  valait  4  francs , 
celle  d'orge  3  , 

celle  de  froment  5. 

Cet  exemple ,  en  même  temps  qu'il  offre  l'applica- 
tion de  la  méthode  du  numéro  précédent  ,  doit  être 
remarqué  pour  les  abréviations  de  calcul  qu'on  y  a 
pratiquées. 

8o.  Je  vais  résoudre  encore  le  problème  suivant  : 
Un  homme  qui  s'est  chargé  de  transporter  des  vases 
de  porcelaine  ,  de  trois  grandeurs  ^  a  fait  ce  marché  .• 
quil  paierait  autant  par  chaque  vase  qu'il  casserait , 
qu'il  recevrait  pour  ceux  qu'il  rendrait  en  bon  état. 

On  lui  donne  d'abord  deux  petits  vases  ,  quatre 
moyens  et  neuf  grands  ;  il  casse  les  moyens  y  rend 
tous  les  autres  en  bon  état ,  et  reçoit  une  somme  de 
28  francs. 

H  3 


3l8  É    L    É    M    E    N    s 

On  lui  donne  ensuite  sept  petits  vases  ,  trois  moyens 
et  cinq  grands  ;  cette  fois  il  rend  les  petits  et  les  moyens , 
mais  il  casse  les  cinq  grands  ,  et  il  regoit  seulement 
5  francs. 

Enfin  ,  on  lui  remet  neuf  petits  vases ,  dix  moyens 
et  onze  grands  ;  il  ca^se  tous  ces  derniers  ,  et  ne  reçoit 
en  conséquence  que  /l\  francs. 

On  demande  ce  quon  a  payé  pour  le  transport  d'un 
vase  de  chaque  grandeur. 

Soit  X  le  prix  du  transport  d'un  petit  vase , 
y      celui  du  transport  d'un  moyen  , 
z      celui  du  transport  d'un  grand  : 

Il  est  visible  que  chaque  somme  que  reçoit  le  porteur , 
est  la  différence  ,  entre  ce  qui  lui  revient  pour  les  vases 
qu'il  rend  en  bon  état,  ei  ce  qu'il  doit  pour  ceux  qu'il  a 
cassés  ;  d'après  cette  remarque  ,  les  trois  conditions  du 
problème  fournissent  respectivement  les  équations  sui- 
vantes : 

QX —     4^4-92;  =  28 

7  X  -f-    3  y  —    5  z  :=3 
9X  +  10  j'  —  11  2,  =  4. 
La  première  de  ces  équations  donne 


X. 

2 


et  par  la  substitution  de  cette  valeur ,  la  deuxième  et  la 
troisième  équation  deviendront 

û52+36y  — 812,   . 

~^^ f-ioj/— 112  =  4. 

Faisant  disparaître  les  dénominateurs  ,  on  aura 
iqG -f  28^^^  —  63  2; -f-    6 j'— 10  2  =  6 
262  -f-  36  j/  —  81  2  -f-  20  y  —  22  2  =  8  ; 
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réduisant  le  premier  membre ,  on  obtiendra 

196  4-  34  J'  —    73  2,  =  6 
5252  -f-  ^^y  —  io3  s  =  8  ; 
prenant  la  valem*  de  y  dans  la  première  de  ces  équa- 
tions ,  on  am"a 

7^2 —  iqo 

•>'""      34        ■ 
Par  cette  valeur ,  la  seconde  devient 

252  4- 56  X  ^^^^=^^  -  io3 z  =:  8; 
04 

étant  délivrée  du  dénominateur  34  ,  elle  se  change  en 
34x2524-56x732.— 56x190— 34Xio32.=34x8 
ou  en 

8568  4-  4088  z  —  10640  —  35o2  z  =  272. 
La  réduction  du  premier  membre  de  ce  résultat  con- 
duit à 

586  z  -^  2072  =  272  , 
d'où  on  tire 

2344  . 

^=="586      °^     ^==^- 

En  remontant  de  la  valeur  de  2,  à  celle  de^  ,  on  aura 
73X4— 190  _  ^.9^-  — 1.90  _  10^-    „ 

y-     34     "~    34    -34'   •^-^^ 

et  avec  ces  deux  valeurs  ,  on  trouvera 

284-4x3—9x4       284-12—56      4 

x^^ — -  = =-■  ou  a:  =  2, 

2  22 

On  a  donc  payé  2  fr.  pour  le  transport  d'un  petit  vase , 

3  pour  celui  d'un  moyen , 

4  pour  celui  d'un  grand. 

Cet  exemple  suffit  pour  montrer  comment  il  faut  s'y 
prendre  dans  tous  les  autres  cas. 

H  4 
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8 1 .  Il  arrive  souvent  que  toutes  les  inconnues  n'en- 
trent pas  à-la-fois  dans  toutes  les  équations  ;  cette  cir- 
constance ne  change  pas  la  méthode  :  il  suffit  de  bien 
examiner  la  liaison  des  inconnues  pour  passer  des  unes 
aux  autres. 

Soient  pour  exemple  les  quatre  équations 

5  u  —  zy  ==:    2 
z  X  -{-  3  y  =  53 
5  X  —  72,3=11 
4y  -h^^  —  4i  * 
renfermant  les  inconnues  u,  x,  y  et  z. 

Avec  un  peu  d'attention ,  on  voit  qu'en  prenant  dans 
la  seconde  équation  la  valeur  de  x,  pour  la  substituer 
dans  la  troisième ,  le  résultat  renfermant  al  ors  j'  et  2,  fera, 
par  sa  combinaison  avec  la  quatrième  équation,  connaître 
ces  deux  quantités;  puis  avec  la  valeur  de^,  on  aura  celles 
de  u  et  de  x,  par  le  moyen  de  la  première  et  de  la  seconde 
équation.  En  opérant  ainsi ,  on  fera  le  calcul  suivant  : 


5x?i:=:5^-7-=-,  1 


y  z=z] 

ou  igS  — \^y  —  142;  =  22, 

ou  i5j-f  i4^-=  173  (67). 

Les  deux  équations 

i5^-f-  i4-=i75 
4^+    3;.:=   41, 

étant  résolues ,  donneront 
et  par  ces  valeurs ,  on  aura 
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oq — 3x5      09 —  i5 ; 


2  2 


ou       xz=  12, 


2  y      2  -f-  I  o        12 

=  -^  ,  ou       u  =  4: 


3      ■"      3  3 

les  nombres  cherchés  sont  donc 

4,   12,   5  et  7. 

82.  La  méthode  que  je  viens  d'exposer  s'applique- 
rait aux  équations  littérales,  de  même  qu'aux  équa- 
tions numériques  ;  mais  la  multitude  des  letti*es  qu'il 
faudrait  employer  pour  représenter  généralement  les 
données  ^  lorsque  le  nombre  des  équations  et  des  incon- 
nues surpasse  2  ,  a  engagé  les  algebristes  à  chercher 
une  manière  de  les  exprimer  plus  simplement.  Je  la 
ferai  connaîti-e  dans  l'article  suivant  ;  mais  afin  de  four- 
nir au  lecteur  l'occasion  de  s'exercer  à  mettre  les  pro- 
blèmes en  équation  et  à  les  résoudre ,  j'ai  réuni  ci-dessous 
une  suite  d'énoncés,  et  j'ai  indiqué  à  la  fin  de  chacun 
les  résultats  qu'on  doit  trouver. 

1  °.  Un  père  étant  interrogé  sur  l'âge  de  son  fils  ^  répond: 
si  du  double  de  l'âge  qu'il  a  maintenant  vous  retranchez 
le  triple  de  celui  qu'il  avait  il  y  a  six  ans  y  vous  aurez  son 
âge  actuel} 

Piéponse  :  L'enfant  avait  9   ans. 

2^.  Diophante,  l'auteur  du  plus  ancien  livre  d'algèbfe 
qui  nous  reste  ,  passa  dans  l'enfance  le  sixième  du 
temps  quil  vécut,  un  douzième  dans  l'adolescence , 
ensuite  il  se  maria ^  et  passa  dans  cette  union  le  septième, 
de  sa  vie,  augmenté  de  cinq  ans ,  avant  d'avoir  unfiU 
auquel  il  survécut  de  quatre  ans ,  et  qui  n'atteignit  que  la 
moitié  de  l'âge  où  son  père  est  parvenu;  quel  âge  avait 
Diophante ,  lorsqu'il  mourut  ? 

Réponse  :  84  ans. 

Z°.  Un  marchand  prélève  tous  les  ans  sur  les  fonds  qu'il 
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a  dans  Je  commerce  ,  une  somme  de  looo  francs  pour  la 
dépense  de  son  menace;  cependant  chaqueannée  son  bien 
augmente  du  tiers  de  ce  qui  reste,  et  au  bout  de  trois 
ans  se  trouve  doublé;  combien  avait-il  au  commencement 
de  la  première  année  ? 

Réponse  :   i/^Soo  francs. 

4°.  Un  marchanda  deux  espèces  de  thé,  la  première 
à  1 4 francs  le  kilogramme ,  la  deuxième  à  i8  francs  ; 
combien  doit-il  prendre  de  chacun  pour  en  former  une 
caisse  de  i  oo  kilogrammes  qui  vaille  1 68o  francs  ? 

Piéponse  :  ookilog.  de  lapremière  etyo  de  la  seconde. 

5°.  On  a  rempli  en  12  minutes  un  vase  contenant  3c) 
litres  d'eau,  en  faisant  couler  successivement  deux  fon- 
taines,  dont  l'une  fournissait  ^litres  par  minute  et  Vau- 
tre 5;  on  demande  pendant  combien  de  minutes  chaque 
fontaine  a  coulé  ? 

Réponse  :  La  première  3  minutes  ,  et  la  seconde  9. 

6°.  Une  montre  marquant  midi ,  l'aiguille  des  minutes 
se  trouve  sur  celle  des  heures  ;  on  demande  quel  est  le 
point  du  cadran  où  se  fera  la  prochaine  rencontre  des 
ai  souilles  ? 

Réponse  :  Lorsqu'il  sera  1  heure  5  minutes  et  -^. 

Obs.  Ce  problème  se  rapporte  à  celui  du  n°  65. 

7°.  Un  homme  rencontrant  des  pauvres,  veut  donner  25 
centimes  à  chacun ,  mais  en  comptant  sa  monnaie  .  il 
s' appergoit  qu'il  lui  manque  pour  cela  10  centimes,  alor6  il 
716  donne  que  20  centimes  à  chaque  pauvre  et  il  lui  reste 
2.0  centimes;  on  demande  combien  cet  homme  avait  de 
monnaie  ,  et  quel  était  le  nombre  des  pauvres? 

Réponse  :  //  avait  1  franc  65  centimes,  et  les  pauvres 
étaient  au  nombre  de  7, 

S''.  Trois  frères  ont  acheté  un  bien  pour  Sooco  francs; 


! 
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il  manque  au  premier  pow  payer  à  lui  seul  cette  acquisi- 
tion, la  moitié  de  l'argent  qu'a  le  second  ;  celui-ci  paie- 
rait l'acquisition  à  lui  seul,  si  on  ajoutait  à  ce  qu'il  pos- 
sède le  tiers  de  ce  qu'a  le  premier  ;  enfin  le  troisième  au- 
rait besoin  pour  faire  ce  même  paiement^  de  joindre  à  ce 
qu'il  a,  le  quart  de  ce  que  possède  le  premier  ;  combien 
chacun  a-t-il  d'argent  ? 

Rép.  Le  premier  a  ûccoofr. ,  le  deuxième  ^occo  ,  et 
le  troisième  42600. 

9^.  Aprèsunepartie,  trois  joueurs  comptent  leur  argent; 
un  seul  ayant  perdu ,  les  deux  autres  ont  gagné  chacun 
une  somme  égale  à  celle  qu'ils  ont  mise  au  jeu  ;  après 
une  seconde  partie  ^  l'un  des  joueurs  qui  await  gagné  dans 
la  précédente  perd,  et  les  deux  autres  stagnent  chacun 
une  somme  égale  à  celle  qu'ils  avaient  en  commençant  la 
seconde  partie  ;  à  une  troisième  partie ,  le  joueur  qui 
jusque-là  avait  gagné,  perd,  avec  chacundes  deux  autres 
une  somme  égale  à  celle  qu'ils  avaient  en  commençant 
cette  dernière  partie ,  et  alors  les  trois  joueurs  sortent 
avec  chacun  12.0  francs  ;  combien  avaient-ils  en  entrant 
au  jeu  ? 

Rép.   Celui  qui  a  perdu  à  la  1'^  partie  avait  ic^b  francs  , 
celui  qui  a  perdu  à  la  2^  1  o5  , 

celui  qui  a  perdu  à  la  5^  60. 

Foimules  générales  pour  la  résolution  des   équations 
du  premier  désiré. 

83.  Pour  obvier  à  l'inconvénient  que  j'ai  fait  remarquer 
au  commencement  du  numéro  précèdent ,  on  a  imaginé 
de  représenter  par  la  même  lettre  tous  les  coefficiens 
d'une  même  inconnue,  mais  de  les  distinguer  en  les  af- 
fectant d'un  ou  de  plusieurs  accens,  suivant  le  nombre 
des  équations. 


124  £   L   E   M   E   N   s 

Les  équations  générales  à  deux  inconnues  s' écrivent  ainsi: 

a  X  -{-  b  y  =  c 

a'x +  b'y:=zc'. 
Les  coefliciens  del'inconnue  x  sont  représentés  tous  deux 
para,  ceux  de^  par  è -,  mais  l'accent  que  portent  les 
lettres  de  la  seconde  équation  ,  fait  voir  qu'on  ne  les 
regarde  pas  comme  ayant  la  même  valeur  que  leurs  cor- 
respondantes dans  la  première.  Ainsi  a'  est  une  quan- 
tité différente  de  a ,  b'  une  quantité  différente  de  b. 
Lorsqu'il  y  a  trois  équations ,  on  les  écrit  ainsi  : 

a  X  -{-h  y  •■\-c  z=zd 
a!  x-\-b' y-^-d  z  —  d' 
a"x-i-b"y^c"z  =  d". 

Tous  les  coelHciens  de  l'inconnue  x  sont  désignés  par  la 
lettre  a,  ceux  dey  paré  ,  ceux  de  z  par  c  ;  mais  chaque 
lettre  porte  des  accens  différens  qui  marquent  qu'elle  ^ 
appartient  à  diverses  quantités.  Ainsi  a,  a',  a",  sont  trois 
quantités  différentes,  et  de  même  des  autres. 

Suivant  cette  marche ,  s'il  y  avait  quatre  inconnues  et 
quatre  équations ,  on  les  écrirait  ainsi  : 

c  X  -\-  b  y  -{-  c  z  '\-  d  u-=:  e 
a' x-^-b'y  '\-c'z-\-d'u:=z  e' 
a"x  -f  b"y  4-  c"z  -\-  d"u  =  e' 
d''x  -f  y"y  -f  c^'z  -f-  d"u  =  ë". 

84.  Afin  de  simplifier  les  calculs,  en  évitant  les  frac- 
tions ,  on  modifie  ainsi  le  procédé  de  l'élimination  : 
Soient  les  équations 

a  X  -\-  b  y  ■:=^  c 

a!  X  -f-  b'y  =z  c-, 
il  est  évident  que  si  l'une  des  inconnues ,  x ,  par  exem- 
ple ,  avait  le  même  coefficient  dans  les  deux  équations  ^ 
il  suffirait  de  les  retrancher  l'une  de  l'autre ,  poui-   fairç 
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disparaître  cette  inconnue.  Cela  se  voit  tout  de  suite 
sur  les  équations 

10  X  -|-  11  ^  =  27, 

lox-f-  sy  —  i^> 

qui  donnent 

iiy  —  ^y=z2.j  —  i5,  ou  2.y^=ziQ.j  ou^  =  G. 

Il  est  >isible  qu'on  peut  rendre  immédiatement  les  coef- 
ficiens  de  x  égaux  dans  les  équations 

a  X  -^  b  y  z=:  c 

en  multipliant  les  deux  membres  de  la  première  par  a  , 
coefficient  de  x  dans  la  seconde,  et  les  deux  membres  de 
la  seconde  par  a ,  coefficient  de  x  dans  la  première  •,  on 
obtient  ainsi , 

a  a'  X  -^  a'  h  y  ^=:  a!  c 
a  a!  X  -\-  a  h' y  =  a  c' . 

Retranchant  ensuite  la  première  de  celles-ci  de  la  se- 
conde ,  l'inconnue  x  disparaîtra  ;  on  aura  seulement 

{^ah'  —  a  h^  y=.ac  —  a!  c, 
équation  qui  ne  contient  plus  que  l'inconnue  j/  ;  et  l'on 
en  déduira 

ac' — c  c^ 

y~ab'  —  ba!' 

Le  procédé  que  je  viens  d'employer,  peut  toujours 
s'appliquer  aux  équations  du  premier  degré ,  pour  en 
chasser  l'une  quelconque  des  inconnues. 

En  éhminant  de  même  l'inconnue  j' ,  on  aurait  la 
valeur  de  x. 

Si  l'on  applique  ce  procédé  aux  trois  équations  renfer- 
mant j:  ,  j'  et  2i ,  on  pourra  d'abord  éliminer  x  entre  la 
première  et  la  seconde,  puis  entre  la  première  et  la  troi- 
sième -,  on  parviendra   ainsi  à  deux  équations ,  qui  ne 
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renfermeront  plus  que  y  et  z  ,  et  entre  lesquelles   on 
éliminera  ensuite  j\ 

Si  l'on  effectue  le  calcul ,  l'équation  en  z  ,  à  laquelle 
on  parviendra ,  aura  un  facteur  commun  à  tous  ses 
termes,  et  ne  sera  par  conséquent  pas  la  plus  simple  que 
l'on  puisse  obtenir. 

85.  Bézout  a  donné  une  méthode  fort  simple  pour 
éliminer  à-la-fois  toutes  les  inconnues  hors  une,  et  par  la- 
quelle on  ramène  immédiatement  la  question  à  des  équa- 
tions qui  contiennent  une  inconnue  de  moins  que  les 
proposées.  Quoique  ce  procédé  ne  soit  nécessaire  que 
lorsqu'il  s'agit  des  équations  à  trois  inconnues,  je  com- 
mencerai par  l'appliquer  à  celles  qui  n'en  contiennent 
que  deux ,  afin  d'embrasser  le  sujet  en  entier. 

Soient  les  deux  équations 

a  X  -}-  b y  ■=  c, 
a'x  -f-  b'y  =z  d  : 

en  multipliant  la  première  par  une  quantité  m ,  qui  soit 
indéterminée ,  il  viendra 

amx-{-b  m  y  =  m  c  ; 

et  retranchant  de  ce  résultat  l'équation 

a!  X  -{-  b'  y  =  c' , 
on  aura 

am  X  —  a'  X  -{-b  m  y  —  b'  y  r=.  cm  —  c\ 
ou  (a m  —  a'  )  X  -{-  (^b  m — Z>'  ) 3^=  c  în  —  c\ 

Puisque  rien  ne  détermine  la  quantité  m,  on  peut 
supposer  qu'elle  soit  telle  que  b  m^=z  b' .  Dans  ce 
casj  le  terme  multiplié  parj  disparaissant,  on  a 

cm —  d 


a  m 
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mais  à  cause  de  b  m  =z  b' ,  il  résulte 

b' 

Clone 

ab'         ,       ab'-^bal' 
—  -a 

Au  lieu  de  supposer  hmz=:zb\    si  l'on  fait  amz=za\ 
le  tcrime  affecté  de  x  s'évanouira,  et  il  viendra 

cm  —  c' 

La  valeur  de  m  ne  sera  plus  la  même  que  tout-à-l'heure  • 
car  on  aura  ' 

a! 

I  "  =  T'' 

et  en  substituant  dans  l'expression  de  j^,  on  trouvera 

ca'  —  ad 

y  '~  ba!-^ab" 
En  changeant  les  signes  du  numérateur  et  du  dénomina- 
teur de  cette  valeur,   son  dénominateur  sera  le  même 
que  celui  de  x ,  puisqu'on  aura 

ad  —  ca' 

y~ab'—ba!' 
8S.  Soient  maintenant  les  trois  équations 

ax  -^-b  y  ^  cz:=d 

a'x  -f-  b'y  -f-  dz  =  df 

a!'x  4-  b"y  4-  d'z  =  cl"  : 
l'analogie   conduira    aisément    à     multiplier    la    pre- 
mière et  la  seconde  par  deux  quantités  indéterminées  m 
et  71,  à  les  ajouter  ensemble,  et  à  en  retrancher  la  troi- 
sième ;  car  par  ce  moyen  elles  seront  employées  toutes 
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en  même  temps,  et  les  deux  nouvelles  quantités  m  et  «  , 
dont  il  est  permis  de  disposer  à  volonté  ,  pourront  ttre 
déterminées  de  manière  à  faire  disparaître  en  même 
temps  du  résultat  deux  des  inconnues.  En  opérant 
ainsi,  et  réunissant  les  termes  qui  multiplient  une  même 
inconnue  ,    on  aura 

{àm-\-an^a")x-{-{bm-\-b'ii—b")y^  (cm+c'/i—  c")z 
z=dm-\-d!n — d". 

Si  on  veut  faire  disparaître  x  et  y ,  il  faudra  poser  pour 
cela  les  équations 

am  -]-  a!  iiz=  a" 
hm-\-b'  n  =  b\ 

et  alors  il  viendra 

_  dm-\-d'n  —  d" 
cm  -\-  c   11  —  c 

Des  deux  équations  dans  lesquelles  metn  sont  les  in- 
connues ,  il  est  facile  de  déduire  la  valeur  de  ces  quan- 
tités au  moyen  des  résultats  obtenus  dans  le  numéro  pré- 
cédent; car  il  suffit  de  changer  dans  ceux-ci  a;  en  jrijyenn, 
et  d'écrire  au  lieu  des  lettres 


Mes  lettres  )^^^,^^,^ 


a,b , c  3 
a',  b\  c'  S 


ce  qui  donnera 

a"b'—b"a' 

m  = 77 7 — 7 

a  o  —  D  a 

a  b"^  b  a!' 
a  b'  —  ha 

Substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  z,  et  réduisant  tous 
les  termes  au  même  dénominateur,  on  trouvera 

__  d(b'a"—a'b")-{-dXa  b"—b  a")-^d"(a  b'—b  a') 
^  ~~  c{b'a"-^ab")-\'d{a  b"^b  a")—c\a  b'—b  a  ) 

Si 
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Si  on  avait  fait  évanouir  les  termes  affectés  de  x  et  de 
z  ,  on  aurait  eu  j-,  les  lettres  m  et  n  auraient  dépendu 
des  deux  équations 

am-{- an:=a"j  c  m -f- c'/i  =  c"; 

et  en  opérant  comme  ci-dessus,  on  aurait  trouvé 

__  d(ic'a"—a'c")  -h  d\a  c"—c  a")—d"{a  c'—c  a  ) 
^  '^  b  {c'a"— de")  -f-  b'  {a  c"—c  a")—b"{a  c'—c  a  )' 

Enfin  ,  en  posant  les  équations 

b  m -{- b' n  z=  b'\  cm-^  c'n=^  c", 

on  fait  disparaître  les  termes  multipliés  par  j'  et  par  z  ;  et 
il  vient 

_  d{cb"—Vc")  4-  d\b  c"—c  b")—d\b  c'—c  y  ), 
"^  ~~  a{cb"—b'c")  -f  ciib  l"—c  b")—a!'{b  c'—c  F)  * 

Ces  valeurs  étant  développées  de  manière  à  avoir  leurs 
termes  alternativement  positifs  et  négatifs,  et  changeant 
en  même  temps  les  signes  du  numérateur  et  ceux  du  dé- 
nominateur, dans  la  première  et  dans  la  troisième,  on 
pourra  leur  donner  les  formes  suivantes  : 

_  ab'd"—ad'b" -f  da!b"—bdd" -\-bd'a"—  db'a" 
^—ab'  c"—  a  d  b"  -i-  c  cib"—  b  al  c"  -f  b  c'a"—  c  b'  a"'  * 

_ad'c"—acd"-\'ca'd"—ddc"-^dc'a"—cd'a" 
y  —~a  b'c"—  a  c'b"  -f-c  a'  b"—  b  a  c"  +  b  c'a"—  c  b'  a"  ' 

_db'c"—  d  c'b"  -4-  c  d'b"—  b  d'c"  -f  b  c'd"—  c  b'd" 
^—a  b'c"—  a  c'b"  -f- c a'b"—  b  de"  +  b  c'd'—  c  b'd' ' 

87.  Soient  les  quatre  équations 

a  X  -\-b  y  ■\-  c  z  -^  d  u  =  e 
d  X-}-  b'  y  ■^cz-i-d'u=:e'' 
d'x  -j-  b"y  -I-  c"z  4-  d"u  z=  e" 
(fx  -f-  h'y  -f  c'^z  -f  d"'u  =  ef'; 
Elém.  d'Algèbre,  ii^  édition.  I 
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on  multipliera  la  première  par  m ,  la  seconde  par  n  , 
la  troisième  par  p ,  on  ajoutera  les  produits,  et  en  re- 
tranchant ensuite  la  quatrième ,  on  trouvera 

{am  +  an  +  a"p  -^a"')x  +  (bm  4-  b'n  4-  h"p  —  h"')y 
^Çcm-i-c'  n-\-  c"p^nz-\-idm-^d'n-{-d"p  —  d"')u 
—  em-\-e'n    -f-e>  — e"'. 

Pour  avoir  u,  on  posera 

am-{-  an  -}-  a!'p  •=.  a^ 
hTn-\-h'n'\-  h"p  :=  b" 
c  m  4-  c'/i  -f  c"p  =  c'\ 
et  il  viendra 

e  771 4-  e'7i  4-  e"p  —  e'^ 

"  "" dm-^d'n-\-d"p-it''' 

Les  équations  précédentes  qui  doivent  donner  /n,  ne\p, 
se  résoudraient  parle  moyen  d^s  formules  trouvées  pour 
le  cas  de  trois  inconnues.  Cette  marche  doit  paraître  très- 
commode  et  très-simple  ;  mais  l'observation  de  la  forme 
des  résultats  obtenus  ci  -  dessus ,  fournit  le  moyen  de 
les  retrouver  sans  calcul. 

88.  Pour  remonter  au  premier  anneau  de  la  chaîne, 
je  prends  l'équation  à  une  inconnue  ax=b  ;  j'en  tire 

b 
x  =  -, 

a 

où  Ton  voit  que  le  numérateur  estle  terme  tout  connu  b, 
et  le  dénominateur,  le  coefficient  a  de  l'inconnue. 
Les  deux  équations 

ax-^by:=  c^  c' x  4-  b'y z=  d , 

ont  donné 


a  C 


ab'  --ba'        J  —  ab'  —  bd' 

le  dénominateur  se  compose  encore  des    lettres  ayc! 
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h ,  y,  qui  multiplient  les  inconnues  :  on  écrit  d'abord 
la  lettre  a  à  côté  de  la  lettre  b  ,  ce  qui  donne  ab  ;  on 
échange  ensuite  a  et  b  entre  eux  pour  avoir  ba,  et  en 
affectant  cet  arrangement  du  signe  — ,  il  vient g^  — ba; 
on  met  enfin  un  accent  à  la  seconde  lettre  de  chaque  terme: 
voilà  le  dénominateur  ab' —  ba'  formé. 

Voici  maintenant  de  quelle  manière  peut  s'en  déduire 
le  numérateur.  Il  est  facile  d'appercevoir  que  pour  celui 
de  X,  on  change  les  a  en  c  ,  et  les  b  en  c  pour  celui  de  y  ; 
car,  de  cette  manière,  on  trouve  pour  l'un  cb'  —  bc', 
et  pour  l'autre  ac^ — ca^  Le  numérateur  se  conclut  donc 
du  dénominateur,  àansle  cas  de  deux  inconnues,  comme 
dans  celui  d'une  seule  ,  en  changeant  le  coefficient  de 
r inconnue  qu  on  cherche,  dans  le  terme  tout  connu,  et  en 
conservant  d'ailleurs  les  accens  tels  qu'ils  sont. 

La  seule  inspection  des  valeurs  résultantes  des  équa- 
tions à  trois  inconnues,  suffit  pour  montrer  qu'elles  n'é- 
chappent point  à  cette  règle.  A  l'égard  de  leur  dénomi- 
nateur ,  il  faut  un  peu  plus  d'attention  pour  en  recon- 
naître la  formation.  Cependant,  puisque  dans  le  cas  des 
deux  inconnues,  le  dénominateur  présente  tous  les  arran- 
gemens  possibles  des  deux  lettres  a  et  è  qui  multiplient  ces 
inconnues,  il  est  naturel  de  penser  que  lorsqu'il  y  a  trois 
inconnues,  leur  dénominateur  doit  renfermer  tous  les  ar- 
rangemens  des  trois  lettres  a,  è,  c;  et  pour  former  ces 
arrangemens  avec  ordre ,  on  s'y  prend  de  la  manière 
suivante  : 

On  forme  d'abord  les  arrangemens  ab — ba  des  deux 
lettres  a  et  6  ;  à  la  suite  du  premier  a  b,  on  écrit  la  troi- 
sième lettre  c,  ce  qui  donne  abc,  et  faisant  passer  cette 
lettre  partoutes  les  places,  avec  l'attention  de  changer  le 
signe  chaque  fois  ,  et  de  ne  pas  troubler  l'ordre  respectif 
de  a  et  de  b ,  il  en  résulte 

ab  c  —  a  c  b-\-c  ab> 
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Opérant  de  même  sur  le  second  arrangement  de  deux 
lettres — ba,  on  trouve 

^-b  ac^b  ca — cba\ 

réunissant  ces  produits  aux  trois  précédens,  puis  mar- 
quant la  seconde  lettre  d'un  accent  et  la  troisième  de 
deux,  on  trouve 

a  b'c"  -^ac'b"-\-c  a'b"  —  b  a'c"  4-  b  c'a"  —  c  b'a\ 

résultat  conforme  à  celui  que  présentent  les  formules 
obtenues  immédiatement. 

Il  est  facile  de  conclure  de  là,  que  pour  former  le  dé- 
nominateur dans  le  cas  de  quatre  inconnues,  il  faudrait 
introduire  la  lettre  d  dans  chacun  des  six  produits 

ab  c  —  acb-\-cab  —  baC'\-bca^'cba, 

et  lui  faire  occuper  successivement  toutes  les  places  -,  le 
terme  abc  y  par  exemple,  donnerait  les  quatre  suiyans: 

ab  c  d  —  ab  dc-\-adb  c  —  dabc. 

En  opérant  de  même  sur  les  cinq  autres  produits,  le  ré- 
sultat total  aurait  vingt-quatre  termes,  dans  chacun  des- 
quels la  seconde  lettre  porterait  un  accent ,  la  troisième 
deux,  et  la  quatrième  trois.  Les  numérateurs  des  incon- 
nues u,  z^y  et  a:,  se  concluraient  par  la  règle  énoncée 
plus  haut  (*). 

89.  Pour  faire  servir  ces  formules  à  la  résolution  de« 
équations  numériques,  il  faudra  comparer  terme  à  terme, 
les  équations  proposées,  avec  les  équations  générales  de» 
numéros  précédens. 

Pour  résoudre,  par  exemple,  les  trois  équations 

(*)  M.  Laj>lacf,  daiîs  la  «econde  ]iartie  des  Mémoires  de  l'Acadi'- 
mie  des  Sciences  pont  1772  ,  pape  294?  ^  démontré  à  priori  ca 
règles.  Voyez  aussi  les  Annales  Je  Mathématiques  pures  Off^ 
pliqutcs,   par  M.  Gcr^onne,   T.  IV,  page  14S. 
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7^4-5^  +  2^=^79 

8.r-|-7J'-|-()2.=r  122 

îl  faudra  comparer,  terme  à  terme  ,  ces  équations  à 
celles  du  n°  86 ,  ce  qui  donnera 

c  =  7,  Z?  ==  5,  c  r=  2,  r/  =  79 

û'  =  8,  6'  =  7^   c'  =  9,  <i'  =   1  22 

a"=  1,  b"=  4,  c"  =ï,  d"=  55. 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  générales  des 
inconnues  a;,  j  et  z,  et  effectuant  les  opérations  indi- 
quées, on' trouvera 

Il  est  important  de  remarquer  que  les  mêmes  expres- 
sions seniraient  encore  ,  quand  les  équations  proposées 
n'auraient  pas  tous  leurs  termes  affectés  du  signe  -f-  , 
comme  semblent  le  supposer  les  équations  générales  dont 
ces  expressions  sont  déduites.  Si  l'on  avait,  par  exemple, 
Z  X  —  9 y  -\-  82,  =  4^ 

5x-f4j'-f22  =  20 

11  X  —  y  y  —  621=37, 

il  faudrait,  en  comparant  les  termes  de  ces  équations  à 
leurs  correspondans  dans  les  équations  générales,  avoir 
égard  aux  signes,  ce  qui  donnerait 

a  =  +     5,  Z^  =  —  9,  C  rrr  +  8,  J  =  4-  41 

g'=—  5,  Z>'  =  4.4,  c'r=-|- 2j  c?'  =  — 20 
û"=  4.  11,  b"=  -  7,  c"=  --6,  d"=  +  37 , 

et  ensuite  déterminer,  conformément  aux  règles  du  nu- 
méro 3i ,  le  signe  que  doit  avoir  chaque  terme  des  ex- 
pressions générales  de  x^y,  z ,  d'après  les  signes  des  fac- 
teurs dont  il  est  composé.  C'est  ainsi  qu'on  trouverait,  par 
exemple,  que  le  premier  terme  du  dénominateur  com- 
mun ,  qui  est  a  b'  c",  devenant  -f-3x  +  4X  —  6,  change 
de  signe,  et  produit  —  72.  En  faisant  la  même  attention 
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à  l'égard  des  autres  termes,  tant  des  numérateurs  que  des 
dénominateurs,  prenant,  d'une  part,  la  somme  de  ceux 
qui  sont  positifs,  et  de  l'autre  ,  celle  de  ceux  qui  sontnt- 
gatifs,  on  trouvera 

^^2774-s854^-6o__       ^^ 
692 —  69.2      — 3o 

5022 2902 +90 „ 

■^         692 —  622      — 3o 

692 —  622      — 3o 
Dçs  équations  du  second  degré  à  une  seule  inconnue, 

90.  Dans  les  équations  que  j'ai  traitées  jusqu'ici,  les 
inconnues  ne  montaient  qu'à  la  première  puissance, 
ou  n'étaient  point  multipliées  entre  elles  :  ces  équations 
n'étaient  que  du  premier  degré  ;  mais  si  l'on  se  propo- 
sait seulement  la  question  suivante  :  Trouver  un  nombre 
tel,  qu  étant  multiplié  par  son  quintuple ,  le  produit  soit 
égal  à  126  ,  en  désignant  ce  nombre  para;,  son  quin- 
tuple serait  5x  y  et  on  aurait 

Eix^—  125. 

Cette  équation  est  du  second  degré,  parce  qu'elle  ren- 
ferme x^ ,  ou  la  seconde  puissance  de  l'inconnue.  Si  l'on 
dégage  cette  seconde  puissance  de  son  coefficients,  on 
obtiendra 

125 

x^=-^-,       ou       a:*=:25. 

D 

On  ne  sauraitici  conclurel'inconnue  x  comme  dans  le 
numéro  11,  et  la  question  proposée  est  seulement  rame- 
née à  trouver  un  nombre  qui,  multiplié  par  lui-même, 
donne  26.  Avec  un  peu  d'attention  ,  on  reconnaît  que  ce 
nombre  est  5;  mais  il  arrive  rarement  que  l'on  puisse  de- 
viner ainsi  la  solution  cherchée  ;  on  est  donc  conduit 
à  cette  nouvelle  question  numérique  :  trouver  un  nom-^ 
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bre  qui,  multiplié  par  lui-même  ,  donne  un  produit  égal 
à  un  nombre  proposé ,  ou ,  ce  qui  est  la  même  chose,  re- 
venir de  la  seconde  puissance  au  nombre  qui  Fa  produite, 
et  qu'on  appelle  sa  racine  quarree.  Je  vais  m'occuper 
d'abord  à  résoudre  cette  question  ,  parce  qu'elle  ser- 
vii'a  pour  déterminer  les  inconnues  dans  toutes  les  équa- 
tions du  second  degré. 

91.  La  méthode  qu'il  faut  employer  pour  trouver  ou 
extroirela.  racine  des  nombres,  suppose  que  Ton  connaisse 
la  seconde  puissance  de  ceux  qui  sont  exprimés  par  un 
seul  chiffre .;  voici  donc  les  neuf  premiers  nombres  avec 
kur  seconde  puissance  écrite  au-dessous  de  chacun  : 

123456789 

1     4     9   16  25  36  49  ^4  ^^• 

L'on  voit  par  cette  table  que  la  seconde  puissance 
d'un  nombre  exprimé  par  un  seul  chiffre,  n'en  contient 
pas  plus  de  deux  :  10 ,  qui  est  le  plus  petit  des  nombres 
exprimés  par  deux  chiffres,  en  a  trois  à  sonquarré,  100. 
Pour  se  préparer  à  décomposer  la  seconde  puissance 
d'un  nombre  exprimé  par  deux  chiffres,  il  faut  en  étudier 
d'abord  la  formation;  et  pour  cela,  je  vais  chercher  com- 
ment chaque  partie  du  nombre  ^i^.'/y  par  exemple,  con- 
court à  la  production  du  quai'ré  de  ce  nombre. 

On  peut  décoroposer  47  en  40  -f-  7,  on  en  4  dixaines 
et  7  unités  ;  en  représentant  par  a  les  dixaines  du  nom- 
bre proposé,  et  par  b  ses  unités ,  sa  seconde  puissance 
sera  exprimée  par 

c'est-à-dire,  qu'elle  contiendra  trois  parties  ,  savoir  :  le 
quarré  des  dixaines  ,  deux  fois  le  produit  des  dixaines 
par  les  unités ,  et  le  quarré  des  unités.  Dans  l'exemple 
que  j'ai  choisi  ^  a:=/i  dixaines  ou  4^  unités  ,  et  Z>  =7; 

14 
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on  aura 

fi*=  1600 

Q  ab  :=:    5So 

i«=z     49 

Total ,  c*  -f  2  fi  Z»  -1-  Zj'^  ~  2209  —  47  X  47: 

Pour  revenir  maintenant  du  nombre  2209  à  sa  racine 
47,  on  obsen^era  d'abord  que  le  quarré  des  dixaines  , 
1 600 ,  n'a  point  de  chiffre  significatif  d'un  ordre  inférieur 
aux  centaines  ,  et  qu'il  est  le  plus  grand  quarré  que 
puissent  contenir  les  22  centaines  de  2209;  car  22 
tombe  entre  16  et  26,  c'est-à-dire  entre  le  quarré  de  4 
et  celui  de  5  ,  comme  47  tombe  entre  4  dixaines  ou  40  ^ 
et  5  dixaines  ou  5o. 

Si  donc  on  cherche  le  plus  grand  quarré  contenu  dans 
22, on  trouvera  16,  dontlaracine4 exprimera  lesdixaines 
de  celle  de  2209  :  retranchant  ensuite  16  centaines 
ou  1600,  de  2209,  le  reste  609  contiendra  encore  le 
double  produit  des  dixaines  parles  unités,  56o,  et  le 
quarré  des  unités  49- Mais  le  double  produit  des  dixaines 
par  les  unités,  n'ayant  point  de  chiffres  d'un  ordre 
inférieur  aux  dixaines,  doit  se  trouver  dans  les  deux 
premiers  chiffres  60  du  reste  609,  qui  contiendront  en 
outre  les  dixaines  provenues  du  quarré  des  unités.  Ce- 
pendant, si  on  divise  60  parle  double  des  dixaines  8,  on 
aura ,  en  négligeant  le  reste ,  un  quotient  7  égal  aux 
unités  cherchées.  Multipliant  ensuite  8  par  7,  on  for- 
mera le  double  du  produit  des  dixaines  par  les  unités , 
56o ,  et  le  retranchant  du  reste  total  609 ,  on  obtiendra 
une  différence  49,  qui  doit  être,  et  qui  est  en  effet  Is 
quarré  des  unités. 

L'opération   que   je   viens  de   raisonner  se  dispose 
ainsi  : 
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22,C9 

47 

16 

87 

60,9 
60  9 

coo 

On  écrit  le  nombre  proposé  comme  s'il  s'agissait  de  le 
diviser  par  un  autre ,  et  on  destine  à  la  racine  la  place 
que  devrait  occuper  le  diviseur.  Ensuite  on  sépare  par 
une  virgule  les  unités  et  les  dixaines ,  pour  ne  consi- 
dérer que  les  deux  premiers  chiffres  sur  la  gauche  ,  qui 
doivent  contenir  lequarré  des  dixaines  de  la  racine.  On 
cherche  le  plus  grand  quarré  16,  contenu  dans  ces  deux 
chiffres  \  on  en  porte  la  racine  4  à  la  place  qui  lui  est 
affectée,  et  on  retranche  16  de  22.  A  côté  du  reste  6, 
on  abaisse  les  deux  autres  chiffres ,  09  ,  du  nombre  pro- 
posé ;  on  sépare  le  dernier  qui  n'entre  point  dans  le 
double  produit  des  dixaines  par  les  unités  ;  on  divise  la 
partie  restante  à  gauche  par  8 ,  double  des  dixaines  de 
la  racine ,  ce  qui  donne  pour  quotient  les  unités  7  ;  et 
pour  former  tout  d'un  coup  les  deux  dernières  parties 
du  quarré  que  doit  contenir  609  ,  on  écrit  7  à  côté 
de  8 ,  d'où  résulte  le  nombre  87  ,  égal  au  double  des 
dixaines  plus  les  unités ,  ou  à  2  a  -|-  ^ ,  et  qui ,  étant  mul- 
tiplié par  7  ou  par  b^  reproduit  609  =  2Ltè  -|-  è^,  ou  le 
double  produit  des  dixaines  par  les  unités ,  plus  le  quarré 
des  unités  :  faisant  la  soustraction  il  ne  reste  rien  ;  et 
l'opération  achevée  prouve  que  /{j  est  la  racine  quarrée 
de  2209. 

Soit  encore  à  extraire  la  racine  quarrée  de  024  \  j - 
dispose  l'opération  comme  il  suit  : 


5,24 

1 

22,4 

22  4 


18 


28 


000 
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et  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  je  trouve  i  pour  les 
dixaiaes  de  la  racine  ;  ces  dixaines  étant  doublées ,  me 
donnent  le  nombre  2 ,  par  lequel  il  faut  diviser  les  deux 
premiers  chiffres  22  du  reste.  Or  22  contient  2  onze 
fois  ,  et  non-seulement  on  ne  peut  avoir  à  la  racine  ,  ni 
plus  de  10,  ni  10,  mais  9  lui-même  serait  encore  trop 
fort  dans  le  cas  actuel  ;  car  en  écrivant  9  à  côté  de  2,  et 
multipliant  29  par  9  ,  comme  le  prescrit  la  règle ,  on 
aurait  pour  résultat  261  ,  qu'on  ne  saurait  retrancher 
de  224.  On  ne  doit  donc  regarder  la  division  de  22  par  2, 
que  comme  un  moyen  approximatif  de  trouver  les  unités, 
et  il  faut  diminuer  le  quotient  obtenu,  jusqu'à  ce  qu'on 
parvienne  à  un  produit  qui  ne  surpasse  point  le  reste 
1^24,  condition  que  remplit  le  nombre  8  ,  puisque 
8x28  =  224  ;  donc  la  racine  cherchée  est  18. 

En  formant  les  trois  parties  du  quarré  de  18,  ou 
trouve  :  cC  =  1 00 

2  «Z>  =  160 

Total,  324=18X18, 

et  on  voit  que  les  6  dixaines  que  contient  le  quarré  des 
unités  étant  réunies  à  1 60,  double  produit  des  dixaines 
parles  unités,  altèrent  ce  produit,  de  manière  que  la 
division  par  le  double  des  dixaines  ne  peut  plus,  donner 
les  unités  seules, 

92.  L'extraction  de  la  racine  quarrée  d'un  nombre 
composé  de  trois  ou  de  quatre  chiffres,  ne  saurait  arrêter 
d'après  ce  qui  précède  ;  mais  il  faut  encore  quelques  dé- 
tails pour  mettre  le  lecteur  en  état  d'extraire  la  racine 
d'un  nombre  exprimé  par  autant  déchiffres  qu'on  voudra, 
et  on  va  les  voir  naître  des  principes  déjà  posés. 

Tout  nombre  au-dessous  de  100  n'aura  que  quatre 
chiffres  à  son  quarré,  puisque  celui  de  100  est  10000, 
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ou  le  plus  petit  nombre  exprimé  par  cinq  chiffres.  Cela 
posé ,  pour  examiner  la  formation  du  qiiarré  d'un  oombre 
au-dessus  de  ico,  de  4/3,  par  exemple  ,  on  pourra  dé- 
composer ce  nombre  en  4/0-1-3  ,  ou  /^'j  dixaines ,  plus 
5  unités  ;  et  pour  déduire  son  quarré  de  la  formule 

on  fera  a:=:/^j  dixaines  =  4/0  unités,  6=:o  unités  i 
d'où 

a*  :=  22oqoo 
z  a  b  =      2820 


Total,  220729=473x473- 

On  voit  dans  cet  exemple  que  le  quarré  des  dixaines  n*a 
point  de  chiffres  significatifs  d'un  ordre  inférieur  aux 
centaines ,  et  cela  doit  être  en  général ,  puisque  des 
dixaines  multipliées  par  des  dixaines,  produisent  tou- 
jours des  centaines  (^Arith. '62.). 

C'est  donc  dans  la  partie  2237  qui  reste  sur  la  gauche 
du  nombre  proposé,  après  qu'on  en  a  séparé  les  dixaines 
et  les  unités ,  qu'il  faut  chercher  le  quarré  des  dixaines  ; 
et  comme  4/3  tombe  entre  /^j  dixaines,  ou  470,  et  4^ 
dixaines  ,  ou  480 ,  2257  doit  tomber  entre  le  quarré 
de  4j  et  celui  de  48 ,  d'où  il  suit  que  le  plus  grand 
quaiTé  contenu  dans  223/ ,  sera  celui  de  47  >  ou  des 
dLxaines  de  la  racine.  Il  est  évident  que  pour  retrouver 
ces  dixaines ,  il  faut  opérer  comme  si  on  voulait  extraire 
la  racine  quarrée  de  225/  ;  mais  au  lieu  d'arriver  à  un 
résultat  exact ,  on  trouvera  un  reste  contenant  les  cen- 
taines formées  par  le  double  produit  des  /^j  dixaines 
multipliées  par  les  unités. 

Pour  effectuer  le  calcul,  on  dispose  l'opération  comme 
on  le  voit  ici  : 
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32,37,29 

473 

16 

87 

63,7 
60  g 

943 

283,9 
282  9 

On  sépare  d'abord  les  deux  derniers  chiffres  29,  et  pour 
extraire  la  racine  du  nombre  2237  restant  sur  la  gauche , 
on  sépare  encore  les  deux  derniers  chiffres  37  de  ce 
nombre  :  de  cette  manière ,  le  nombre  proposé  est  par- 
tagé en  tranches  de  deux  chiffres ,  en  allant  de  droite  à 
gauche .  On  opère  sur  les  deux  premières  tranches  comme 
on  l'a  fait  dans  le  numéro  précédent  sur  le  nombre  2209, 
ce  qui  donne  les  deux  premiers  chiffres  ^'j  de  la  racine  ; 
mais  on  trouve  un  reste  28,  lequel,  joint  aux  deux  chif- 
fres 29  de  la  dernière  tranche ,  renfenne  le  double  du 
produit  des  47  dixaines  par  les  unités  ,  et  le  quarré  des 
unités.  On  sépare  le  chiffre  9,  qui  ne  peut  faire  partie  du 
double  produit  des  dixaines  par  les  unités  ,  et  on  divise 
282  par  94,  double  des  /^-j  dixaines  ;  écrivant  le  quotient 
3  à  côté  de  94 ,  et  multipliant  943  par  3 ,  il  vient  2829  , 
nombre  précisément  égal  au  dernier  reste ,  et  l'opération 
est  terminée. 

93.  Pour  montrer  comment  il  faut  opérer  sur  un 
nombre  quelconque  ,  je  vais  extraire  la  racine  de  - 
22391824.  Quelle  que  soit  cette  racine  ,  on  peut  1 
toujours  la  concevoir  décomposée  en  dixaines  et  en 
unités,  comme  dans  les  exemples  précédens.  Le  quarré 
des  dixaines  n'ayant  aucun  chiffre  significatif  d'uu 
ordre  inférieur  aux  centaines  ,  les  deux  derniers 
chiffres  24  ne  pourront  y   entrer;    on    les   séparera 
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donc ,  et  la  question  sera  ramenée  d'abord  à  cher- 
cher le  plus  grand  quarré  contenu  dans  la  partie 
223918,  restante  à  gauche.  Cette  partie  étant  com- 
posée de  plus  de  deux  chifFres ,  il  en  faut  conclure 
que  le  nombre  qui  exprime  les  dixaines  de  la  ra- 
cine cherchée ,  en  a  plus  d'un  ;  il  peut  donc  être  dé- 
composé à  son  tour  en  dixaines  et  en  unités.  Le 
quarré  de  ces  dixaines  n'entrant  point  dans  les  deux 
derniers  chifFres  18  de  la  partie  223918,  c'est  dans 
les  chifFres  2239  restant  à  gauche  ,  qu'il  faudra  le  cher- 
cher; et  puisque  2239  a  encore  plus  de  deux  chifFres, 
le  quarré  qu'il  doit  contenir  en  renfermera  au  moins 
deux  à  sa  racine  ;  le  nombre  qui  exprime  les  dixaines 
que  l'on  cherche  ,  aura  donc  plus  d'un  chiffre  :  c'est 
donc  enfin  dans  22  qu'il  faudra  chercher  le  quarré  de 
celui  qui  représente  les  unités  de  l'ordre  le  plus  élevé 
de  la  racine  demandée.  Par  cette  suite  de  raisonne- 
mens  qu'on  peut  pousser  aussi  loin  qu'on  voudra,  le 
nombre  proposé  se  trouvera  partagé  en  tranches  de 
deux  chifFres  en  allant  de  droite  à  gauche  ;  il  est  bon 
néanmoins  d'être  prévenu  que  la  dernière  tranche  à 
gauche  pourra  ne  contenir  qu'un  seul  chifFre. 

Le  nombre  proposé  étant  ainsi  partagé  en  tranches , 
et  disposé  comme  on  le  voit  ici ,  on  opère  sur  les  trois 
premières  tranches  comme  22,3q^  1 8,24 
dans  l'exemple  du  numéro 
précédent;  et  lorsqu'on  a 
trouvé  les  trois  premiers 
chifFres  4/3,  à  côté  du  reste 
189, on  abaissela  quatrième 
tranche  24,  et  on  considère 
le  nombre  18924,  comme 
contenantle  double  produit 
des  473  dixaines  trouvées 
par  les  unités  cherchées ,  gcco  w 


16 

63,9 

bo  9 

3oi,8 
282  9 

1892 
1892 

A 
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plus  le  quarré  de  ces  unités.  On  sépare  le  dernier  chifFre 
4  ;  on  divise  ceux  qui  restent  à  gauche  par  946,  double 
de  470 ,  et  on  fait  ensuite  la  vérification  du  quotient  2 
comme  dans  les  opérations  précédentes. 

L'opération  se  termine  là  dans  cet  exemple  ;  mais  1 
est  aisé  de  voir  que  s'il  y  avait  une  tranche  de  plus ,  les 
quatre  chiffres  trouvés  4732  ,  exprimeraient  les  dixaines 
d'une  racine  dont  on  chercherait  les  unités,  et  que  par 
conséquent  il  faudrait  diviser  le  reste  qu'il  y  aurait 
alors ,  plus  le  premier  chiffre  de  la  tranche  suivante , 
par  le  double  de  ces  dixaines,  et  ainsi  de  suite  pour 
chacune  des  tranches  à  abaisser  successivement. 

94.  S'il  arrivait  qu'après  avoir  abaissé  une  tranche  , 
le  reste  ,  joint  au  premier  chiffre  de  cette  tranche  , 
ne  contînt  point  le  double  des  chiffres  trouvés,  il  fau- 
drait poser  o  à  la  racine  :  car,  alors ,  la  racine  n'aurait 
point  d'unités  de  cet  ordre  :  on  abaisserait  ensuite  la 
tranche  suivante  pour  continuer  l'opération  comme 
l'ordinaire.  L'exemple  ci-  49)4^»Q9  1  7^^ 
joint  estrelatifàce  cas.  On  04,20,9  |  i4o3 
n'a  point  écrit  les  quantités  0000 
à  soustraire  ,  mais  on  a  effectué  les  soustractions  par 
la  pensée  ,  comme  dans  la  division. 

95.  Tous  les  nombres  ne  sont  pas  des  quarrés 
parfaits.  En  jetant  les  yeux  sur  la  table  de  la  page 
i35 ,  on  voit  qu'entre  les  quarrés  de  chacun  des 
neuf  premiers  nombres ,  il  existe  des  lacunes  com- 
prenant plusieurs  nombres  qui  n'ont  point  de  racine  ;i 
45  ,  par  exemple ,  n'est  point  un  quarré  ,  puisqu'il  tombe 
entre  36  et  49.  Il  arrivera  donc  le  plus  souvent  que  le 
nombre  dont  on  demandera  la  racine  quarrée,  n'en  aura 
point  ;  mais  en  opérant  comme  s'il  en  avait  une  ,  le 
résultat  sera  la  racine  du  plus  grand  quarré  qu'il  contient.  ■ 
Si  on  cherche,  par  exemple  ,  la  racine  de  2276,  or, 
trouvera  4^  ,   et  il  restera   Sj ,  ce  qui   montre  qitt 


D'A    L    G    È    B    R    E.  14? 

le  plus  grand  quarré  contenu  dans  tzti'/G ,  est  celui  de 
4?  ou  22C9. 

Comme  on  pourrait  craindre  ,  après  avoir  trouvé  la 
racine  du  plus  grand  quan'é  contenu  dans  un  nombre  , 
d'avoir  mis  quelques  chiffres  trop  faibles  à  la  racine  , 
voici  un  moyen  de  reconnaître  si  le  reste  est  trop  consi- 
dérable ,  et  si  la  racine  trouvée  est  trop  petite.  Le 
quarré  de  a  -\'  b  étant 

a=^  -f-  2  fl  Z>  -f-  è% 

iii  on  fait  è  =  1  ,  le  quarré  de  a  -f-  i  sera 

û^  -f-  2  a  +  1  , 

quantité  qui  diffère  de  a^,  quarré  de  a ,  du  double  de  a, 
plus  l'unité.  Donc  si  la  racine  trouvée  devait  être  aug- 
mentée de  r unité  ou  de  plus  que  V unité ,  il  faudrait 
que  son  quarré  ,  retranché  du  nombre  proposé ,  laissât 
un  reste  au  moins  égal  à  deux  fois  cette  racine ,  plus 
l'unité.  Toutes  les  fois  que  cette  circonstance  n'aura 
pas  lieu ,  la  racine  extraite  sera  en  effet  celle  du  plus 
grand  quarré  contenu  dans  le  nombre  proposé. 

96.  Puisque  ,  pour  multiplier  une  fraction  par  une 
fraction ,  il  faut  multiplier  les  numérateurs  entre  eux  et 
les  dénominateurs  entre  eux ,  il  est  évident  que  le  pro- 
duit d'une  fraction  par  elle-même  ,  ou  le  quarré  d'une 
fraction  est  égal  au  quarré  de  son  numérateur,  divisé 
^  par  le  quarré  de  son  dénominateur.  Il  suit  de  là  que 
pour  extraire  la  racine  quarrée  d' une  fraction ,  il  faut 
extraire  celle  de  son  numérateur  et  celle  de  son  déno- 

25         5 
minateur.  Ainsi  la  racine  de  ^  est  ^ ,   parce   que  5 

est  la  racine  quarrée  de  26  ,  et  8  celle  de  64. 

C'est  une  chose  très-importante  à  remarquer,  que 
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non-seulement  les  quarrés  des  fractions  proprement 
dites,  sont  toujours  des  fractions ,  mais  que  tout  nombre 
fractionnaire  inéductible  ,  étant  multiplié  par  lui- 
même  ,  donnera  toujours  un  résultat  fractionnaire  aussi 
irréductible. 

97.  Cette  proposition  repose  sur  celle-ci  :  Tout 
nombre  preinier  P ,  qui  divise  le  produit  AB  de  deux 
nombres  A  et  B  ,  divise  nécessairement  l'un  de  ces 
nombres. 

Je  suppose  qu'il  ne  divise  pas  B ,  et  que  B  le  surpasse  ; 
en  désignant  par  q  le  quotient  entier  de  cette  division , 
et  par  B^  le  reste,  on  aura 

B^qP-^B^ 
d'où>  en  multipliant  par  A,  on  déduira 
AB=zqAP'{-AB\ 

et  divisant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  P, 

on  obtiendra 

AB  .  .     iB\ 

d*où  il  résulte  que  la  divisibilité  de  AB  par  P  entraîne 
celle  du  produit  AB'  par  le  même  nombre.  Or  B'  étant 
le  reste  de  la  division  de  B  par  P ,  est  nécessairement 
moindre  que  P:  ainsi,  ne  pouvant  pas  diviser  ^' par  P,  on 
divisera  P  par  B' ^  on  aura  un  quotient  q'  et  un  reste  B"\ 
puis  on  divisera  P  par  B" ,  on  aura  un  quotient  q"  et  un 
reste  B'\  et  ainsi  de  suite,  puisque  P  est  un  nombre 
premier. 

Cela  posé,  on  aura  cette  suite  d'équations 

P^q'B'-j-B",    P^q"B"  +  B'\    etc. 
multipliant  chacune  par  A ,  on  obtiendra 

AP  =  q'AB'  -}-  AB",    AP  =  q"yiB"  -f  AB'\  etc. 

divisant 
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divisant  par  P  ,  il  viendra 
^       ,JB\  AB"        .        „  AB"    ,   AB" 

résultats  qui  font  voir  que  AB'  étant  divisible  par  P , 
les  produits  y//)",  AB'",  etc.  doivent  l'être  aussi.  Mais 
les  restes  B\  B'\  B" ,  etc.  ,  deviennent  de  plus  en  plus 
petits;  et  l'on  doit  tomber  enfin  sur  l'unité,  car  les 
opérations  indiquées  ci -dessus  se  continuent  de  la 
même  manière  tant  que  ces  restes  surpassent  1,  puisque 
P  est  un  nombre  premier  ;  et  quand  on  est  parvenu  à 
[*unité  ,  on  a  le  produit  ^  X  1  ,  qui  doit  être  divisible 
par  P  :  donc  A  ,  lui-même  ,  doit  être  di\isible  par  P. 

Il  suit  de  là  que  si  le  nombre  premier  P,  qu'on  sup- 
30se  ne  pas  diviser  B ,  ne  divise  pas  non  plus  A,  il  ue 
iivisera  point  le  produit  de  ces  nombres. 

(  Cette  dcmonstration  est ,  à  peu  près ,  extraite  de  la 
rhéorie  des  nombres  de  M.  Legendre.  ) 

98.  Maintenant,  lorsque  la  fraction  -  est  irréductible , 

1  n'y  a  aucun  nombre  premier  qui  puisse  diviser  à  la 
■ois  b  et  a;  or,  d'après  ce  qui  précède,  tout  nombre 
)remier  qui  ne  divise  pas  a  ,  ne  'peut  diviser  ayc,  a , 
)u  a^ ,  tout  nombre  premier  qui  ne  divise  pas  b ,  ne 
livise  pas  b  y,  b  ou  h^  '.  les  nombres  a^  et  è^  sont 
lonc  alors  premiers  entre  eux  -,   et   par  conséquent  le 

marré  -r-de  la  fraction  -.  étant  irréductible,  comme 
*  a*  a 

•ette  fraction ,  ne  saurait  être  un  nombre  entier. 

gg.  Il  résulte  de  cette  dernière  proposition,  que  tous 
es  nombres  entiers ,  qui  ne  sont  point  des  quari'és  par*' 
aits,  n'ont  point  de  racine  ,  non-seulement  en  nombres 

Elém.  d'Algèbre.  11^  édïtiozi,  K 
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entiers ,  maïs  encore  en  nombres  fractionnaires .  Cepen- 
dant on  sent  qu'il  doit  exister  une  quantité  qui ,  multi- 
pliée par  elle-même ,  produise  un  nombre  quelconque  , 
2276,  par  exemple ,  et  que  dans  ce  cas ,  cette  quantité 
est  comprise  entre  4?  ^t  4^  '>  car  47  X  4?  i  donne  un 
produit  moindre  que  ce  nombre  ,  48  X  4^  ^"  donne 
un  plus  grand  j  et  en  partageant  l'intervalle  qui  se  trouve 
entre  47  et  48 ,  par  des  fractions ,  on  trouve  des  nombres 
qui,  multipliés  par  eux-mêmes,  donnent  des  produits 
plus  grands  que  le  quarré  de  47  y  moindres  que  celui  de 
48,  et  de  plus  en  plus  approchans  du  nombre  2276. 

L'extraction  de  la  racine  quarrée ,  appliquée  aux  nom 
bres  qui  ne  sont  pas  des  quarrés  parfaits  ,  donne  donc 
naissance  à  une  nouvelle  espèce  de  nombres  ,  de  même 
que  la  division  engendre  les  fractions  -,  mais  il  y  a  cett^ 
différence  entre  les  fractions  et  les  racines  des  nombre 
qui  ne  sont  pas  des  quarrés  parfaits  ,  que  les  premières , 
qui  se  composent  toujours  d'un  nombre  exact  de  parties 
de  l'unité ,  ont  avec  cette  unité  une  commune  mesure  j 
ou  un  rapport  exprimé  par  des  nombres  entiers,  et  quq 
les  secondes  n'en  ont  point. 

En  concevant  l'unité  partagée  en  cinq  parties  ,  par 
exemple ,  on  exprime  avec  neuf  de  ces  parties  le  quo 
tient  de  la  division  dé  9  par  5 ,  ou  f  ;  f  étant  content 
cinq  fois  dans  Tunité  et  neuf  fois  dans  f  ,  est  la  com- 
mune mesure  de  l'unité  et  de  la  fraction  f ,  et  le  rappor 
de  ces  quantités  est  celui  des  nombres  entiers  5  et  9. 

En  considérant  que  les  nombres  entiers  ,  aussi  biei. 
que  les  fractions ,  ont  avec  l'unité  une  commune  me 
sure ,  on  dit  que  ces  quantités  sont  commensurables  avei 
l'unité ,  ou  simplement  commensurables  ;  et  parce  qu^ 
leurs  rapports  y  ou  raisons,  avec  l'unité,  sont  exprimés  pa 
des  nombres  entiers ,  on  désigne  aussi  les  nombres  en- 
tiers et  les  fractions ,  sous  le  nom  commun  de  nombre 
rationnels. 
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Au  contraire  ,  la  racine  quarree  d'un  nombre ,  qui 
n'est  pas  un  quarré  parfait ,  est  incommensurable  ou 
irrationnelle ,  parce  que ,  ne  pouvant  être  représentée 
par  aucune  fraction  ,  il  s'ensuit  qu'en  quelque  nombre 
de  parties  qu'on  suppose  l'unité  divisée  ,  aucunes  ne  se- 
ront assez  petites  pour  mesurer  en  même  temps ,  d'une 
manière  exacte  ,  cette  racine  et  l'unité. 

Pour  indiquer  en  général  une  racine  à  extraire ,  soit 
qu'on  puisse  l'obtenir  exactement  ou  non ,  on  se  sert  du 
signe    V      qu'on  nomme  radical; 

{/ 16  est  la  même  chose  que  4> 

V/2  est  incommensurable  ou  irrationnelle, 

100.  Quoiqu'on  ne  puisse ,  par  aucun  nombre  entier 
ou  fractionnaire,  obtenir  une  expression  exacte  de  \/2, 
on  en  approche  cependant  d'aussi  près  qu'on  veut ,  en 
convertissant  ce  nombre  en  fraction  dont  le  dénomina- 
teur soit  un  quarré  ;  et  la  racine  du  numérateur,  prise 
seulement  en  nombre  entier ,  donne  celle  du  nombre 
proposé ,  exprimée  en  parties  de  l'espèce  marquée  par 
la  racine  quarrée  du  dénominateur. 

Si  l'on  convertit,  par  exemple ,  le  nombre  2  en  25^'"'^, 
on  aura  ^.  La  racine  de  5o  étant  7  en  nombre  entier  , 
et  celle  de  26  étant  exactement  5 ,  on  aura  f ,  ou,  1  f., 
pour  la  racine  de  2,  approchée  à  moins  d'un  5""^. 

101.  Il  est  visible  que  cette  opération,  fondée  sur  ce 
qu'on  a  vu,  dans  le  numéro  96  ,  que  le  quarré  d'une 
fraction  était  exprimé  par  une  nouvelle  fraction  qui 
avait  pour  numérateur  le  quarré  du  numérateur  primi- 
tif,  et  pour  dénominateur  le  quarré  du  dénominateur 
primitif ,  s'applique  à  quelqu'espèce  de  fraction  que  ce 
soit  ,  et  plus  facilement  encore  aux  décimales  qu'à 
toutes  les  autres.  En  effet  ,  il  suit  de  son  principe  . 
que  le  quarré  d'un  nombre  exprimé  en  dixièmes ,  doit 

K  a 
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l'être  en  centièmes  ,  que  celui  d'un  nombre  exprimé 
en  centièmes  ,  doit  l'être  en  dix  -  millièmes  ,  et 
ainsi  de  suite  ;  et  que  par  conséquent  le  nombre  des 
chiffres  décimaux  du  quarré  est  toujours  double  de 
celui  de  la  racine.  Cette  dernière  remarque  peut  en- 
core se  déduire  du  principe  de  la  multiplication  des 
nombres  décimaux  ,  qui  veut  qu'un  produit  renferme 
autant  de  chiffres  décimaux  qu'il  y  en  a  tant  dans  l'un 
des  facteurs  que  dans  l'autre.  Dans  le  cas  actuel ,  le 
nombre  propose,  considéré  comme  le  produit  de  sa 
racine  multipliée  par  elle-même ,  doit  avoir  deux  fois 
autant  de  chiffres  décimaux  que  cette  racine. 

Ce  qui  précède  étant  bien  compris ,  il  est  aisé  d'en 
conclure  que  si  on  veut  obtenir  la  racine  quarrée  de 
227 ,  par  exemple  ,  à  moins  d'un  centième  près  ,  il  faut 
réduire  ce  nombre  en  dix-millièmes ,  c'est-à-dire  ,  ajou- 
ter quatre  zéros  à  sa  suite  ,  ce  qui  donnera  2270000 
dix  millièmes  ,  dont  on  extraira  la  racine  comme  d'un 
pareil  nombre  d'unités  -,  mais  pour  marquer  que  le 
résultat  doit  être  des  centièmes ,  on  séparera ,  par  une 
virgule,  les  deux  derniers  chiffres  sur  la  droite.  On 
trouvera  ainsi ,  que  la  racine  de  227 ,  à  moins  d'un  cen- 
tième près,  est  i5,o6  ;  voici  l'opération  ; 


2,27,00,00 

i5o6 

12,7 

2  00  00 

19  ^ 

25 

3oo6 

Si  le  nombre  proposé  contenait  déjà  des  décimales , 
il  faudrait  en  rendre  le  nombre  pair ,  ainsi  que  l'exige 
l'extraction.  Pour  extraire ,  par  exemple  ,  la  racine  de 
5 1,7  ,  on  metù'ait  un  zéro  à  la  suite  de  ce  nombre, 
pour  qu'il  eût  au  moins  des  centièmes ,  et  on  extrairait 
ensuite  la  racine  de  51.70.  Si  on  voulait  avoir  une  dé- 
cimale de  plus ,  on  mettrait  deux  zéros  de  plus  à  la 
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5i]ite  de  ce  nombre,  ce  qui  ferait  51,7000  ,  et  Ton  trou- 
verait 7,19  pour  sa  racine. 

Ceux  qui  voudront  s'exercer  ,  pouiTont  chercher  les 
racines  quarrées  des  nombres  2  et  5  ,  avec  sept  chiffres 
décimaux,  ce  qui  exigera  qu'ils  mettent  quatorze  zéros 
à  la  suite  de  ces  nombres ,  et  ils  devront  trouver  pour 
résultat 

V/2=  i,4i49i36,       v/3  =  i,732o5o8. 

102.  Lorsqu'on  a  trouvé  plus  de  la  moitié  des  chiffres 
qu'on  veut  avoir  à  la  racine ,  on  peut  obtenir  le  reste 
par  la  seule  division.  Soit  pour  exemple  02976  •  la  ra- 
cine quarrée  de  ce  nombre  est  181,  avec  un  reste  2i5  ; 
en  divisant  ce  reste  2i5  par  362  ,  double  de  181  ,  et 
poussant  le  quotient  jusqu'à  deux  décimales,  on  aura 
0,59  ,  qu'il  faudra  ajouter  avec  181 ,  et  il  en  résultera 
181,69  pour  la  racine  de  02976,  exacte  à  moins  d'uji 
centième  près. 

Pour  prouver  la  légitimité  de  ce  procédé  ,  je  désigne 
par  N  le  nombre  proposé ,  par  a  la  racine  du  plus  grand 
quarré  contenu  dans  ce  nombre  ,  et  par  b  ce  qu'il  faut 
ajouter  à  cette  racine  pour  avoir  la  racine  exacte  du 
nombre  proposé  ;  on  aura  ,  d'après  ces  dénominations , 

i\'  =  a^  4-  2  û  è  +  ^% 

d'où  A"  —  G^  =  2  a  3  +  6% 

et  divisant  par  2  a  ,  on  trouvera 

=  b  4 . 

2a  2.a 

Ce  résultat  fait  voir  que  le  premier  membre  pourra 
être  pris  pour  la  valeur  de  b  ,  toutes  les  fois  que  la  quaii- 

tité  —  sera  plus  petite  que  l'unité  de  l'ordre  le  moins 

élevé  qui  se  trouve  dans  b.  Mais  le  quarré  d'un  nombre 

K3 
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ne  pouvant  avoir  au  plus  que  deux  fois  autant  de  chif- 
fres que  ce  nombre  ,  il  s'ensuit  que  si  le  nombre 
de   chiffres  de  a  surpasse  le  double  de  ceux   de  h, 

la  quantité  —  sera  alors  une  fraction. 


Qa 


Dans  l'exemple  précédent,  G  ^=  181  unités  ou  18100 
centièmes  ,  et  a  par  conséquent  un  chiffre  de  plus  que  le 

quarré  de  69  centièmes  ;   aussi  la  fraction  —  devient 

alors  i~^  y  et  se  ti'ouve  beaucoup  au-dessous  d'une 
imité  de  la  seconde  partie  69 ,  ou  d'un  centième  d'unité 
de  la  première. 

io3.  Ceci  conduit  à  une  méthode  pour  appro- 
cher de  la  racine  quarrée  dun  nombre  par  des  fractions 
ordinaires  ,  en  continuant  indéfiniment  le  procédé  de 
l'extraction  des  racines;  elle  est  fondée  sur  ce  que  a 
étant  la  racine  du  plus  grand  quarré  contenu  dans  N , 

b  est  nécessairement  une  fraction,  et  la  quantité  —  étant 

alors  beaucoup  plus  petite  que  b,  peut  se  négliger. 

Soit  pour  exemple  à  extraire  la  racine  quarrée  de  2  ; 
le  plus  grand  quarré  contenu  dans  ce  nombre  étai:it  1  , 
après  l'en  avoir  retranché  ,  il  reste  1 .  Divisant  ce  reste 
par  le  double  de  la  racine  ,  on  trouve  ^  ;  prenant  ce  quo- 
tient pour  la  quantité  b  ,  il  vient,  pour  une  première 
approximation  de  la  racine,  1  -f-  ^,  ou  7.  Elevant  cette 
racine  au  quarré  ,  on  trouve  f ,  qui ,  retranchés  de  2 
ou  ^  ,  donneront  pour  reste  —  ^.  Dans  ce  cas  ,  la  for- 
mule 

=:  o  A 

2  a  2.a 

devient 
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En  prenant  —  7:  pour  b ,  il  viendra  pour  la  seconde 
approximation  f  —  ~  z=  ~  ;  quarrant  -H  ,  on  trou- 
vera ff^ ,  quantité  qui  surpasse  encore  3  ou  fj^.  Subs- 
tituant 7^'    à  la  place  de  a,  il  en  résultera 

12  X  54  ^  2a' 

C2  qui  donnera 

1  1 


12x04        4^^' 

la  troisième  approximation  sera  donc 

17  1      __i7X54— I  __577 

12     12x34         4°^         4oS* 

Il  est  facile  de  continuer  cette  opération  aussi  loin  qu*on 
voudra.  Je  donnerai  dans  le  Complément  de  ce  Traité, 
d'autres  formules  plus  commodes  pour  exti*aire  les  ra- 
cines en  général. 

104.  Pour  approcher  de  la  racine  quarrée  d'une  frac- 
tion, l'idée  qui  s'offre  d'abord  est  d'extraire  par  approxi- 
mation la  racine  quarrée  du  numérateur  et  celle  du  déno- 
minateur; mais  en  y  réfléchissant  un  peu,  on  s'apercevra 
bientôt  qu'on  peut  éviter  Tune  de  ces  opérations,  en  fai- 
sant ensorte  que  le  dénominateur  soit  un  quarré  paifait , 
ce  qui  ne  tient  qu'à  multiplier  les  deux  termes  de  la  frac- 
tion proposée  par  ce  dénominateur.  Si  on  avait,  par 
exemple ,  à  extraire  la  racine  quarrée  de  j,  on  changerait 
cette  fraction  en 

3x7_£i  . 

7x7  "^49* 
en  multipliant  ses  deux  termes  par  le  dénominateur  7. 
La  racine  du  numérateur  de  cette  dernière  fraction,  étant 

K.  4 
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prise  en  nombre    entier ,  donne  f  pour  celle  de  |- ,  et  ce 
résultat  est  approché  à  moins  de  ~. 

Pour  obtenir  np.  plus  haut  degré  d'exactitude,  il  fau-^ 
drait  convertir,  au  moins  par  approximation, la  fraction  f 
en  une  autre  dont  le  dénominateur  fut  le  quarré  d'un 
nombre  plus  grand  que  7.  On  aurait ,  par  exemple,  à  7V 
près,  la  racine  demandée,  siî'on  convertissait  f  en  225''"", 
puisque  226  est  le  quarré  de  i5  ;  il  viendrait  ainsi  ~ 
de  226^'""  ou  ^ ,  à  moins  de  j{t  ',^3.  racine  de  /^  est 
entre  r^^  et  ^ ,  mais  plus  près  de  la  seconde  fraction 
que  de  la  première,  parce  que  96  est  plus  près  de  loo 
que  81  :  on  aurait  donc  .\j  ou  ^  pour  la  racine  de  |  à 
moins  de  ^près. 

Si  l'on  voulait  employer  les  décimales  pour  extraire 
la  racine  approchée  du  numérateur  de  la  fraction  -^j' on 
trouverait  4^583  pour  la  racine  approchée  du  numéra- 
teur 2r,  et  on  diviserait  ce  résultat  par  la  racine  du 
nouveau  dénominateur.  En  poussantle  quotient  jusqu'à 
trois  décimales,  on  aurait  o,655 

io5.  Actuellement  on  est  en  état  de  résoudre  toutes 
les  équations  dans  lesquelles  il  n'entre  que  la  seconde 
puissance  de  reconnue ,  combinée  avec  des  quantités 
connues. 

Il  suffit  pour  cela  de  réiuiir  dans  un  seul  membre  tous 
les  termes  affectés  de  cette  puissance,  puis  de  la  dégager 
de  ses  multiplicateurs  par  la  règle  du  n°  11  :  on  obtient 
la  valeur  de  l'inconnue,  en  extrayant  la  racine  quarrée 
</e  l'autre  membre. 

Soit  pour  exemple  l'équation 

En  faisant  disparaître  les  diviseurs,  on  trouve  d'abord 
i5x^— 168=84— 14  x^ 
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Transposant  dans  le  premier  membre  le  terme  i4  ^%  et 
dans  le  second  le  terme  i68  ,  il  viendra 

1 5  JT^  -f-  1 4  'T^"  =  84  +  1 68 , 

ou  2^X^^=252 

et  ^  =  ¥7, 

X  =  »/W- 
Il  faut  bien  remarquer  que  pour  indiquer  laracine  de  la 
fraction  ^^  j'ai  fait  descendre  le  signe  \^  au-dessous  de 
la  barre  qiii  sépare  le  numérateur  du  dénominateur.  Si  j'a- 

vais  écrit /cette  expression  aurait  marque  le  quo- 

tie'nt  que  donne  laracine  quarrée  du  nombre  262 ,  quand 
on  la  divise  par  29  ;  résultat  différent  du  premier,  dans 
lequel  la  division  doit  être  effectuée  avant  l'extraction  de 
la  racine. 

Soit  encore  l'équation  littérale 

en  opérant  comme  sur  la  précédente ,  on  aura  successi- 
vement 

a  x~  —  cx^  =  cP  —  b^ 
„       d'  —  P 


X^  :=■ 


a — c 


X 


y^        a — c 


Je  ferai  observer  à  cette  occasion,  que  lorsqu'on  veut 
indiquer  la  racine  quarrée  d'une  quantité  complexe  ,  il 
faut  prolonger  la  barre  supérieure  du  radical  sur  toute  la 
quajitité. 

La  racine  de  la  quantité  4  a"  h — 2  Z>^-{-  c^ ,  s'écrirait 
ainsi , 
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ou  bien  encore 

en  substituantàlabarre supérieure duradical  uneparen-. 
thèse  renfermant  toutes  les  parties  de  la  quantité  dont 
il  faut  extraire  la  racine  ;  et  cette  dernière  expression 
peut  quelquefois  paraître  préférable  à  l'autre  (35  ). 

En  général  toute  équation  du  secoi.d  degré  de  l'es- 
pèce que  je  considère  ici,  pourra,  par  la  transposition 
de  ses  termes,  être  ramenée  a  la  forme 

-  désignant  le  coefficient  quelconque  de  x^  ;  et  on  en 
tirera 

loS.  Par  rapport  aux  nombres  absolus,  cette  solution 
est  complète,  puisqu'elle  ramène  à  pratiquer  sur  le  nom- 
bre ,  soit  entier  ,  soit  fractionnaire  ,  que  représente  la 

quantité  —  ,    une   opération  arithmétique  conduisant 

toujours  à  un  résultat  exact ,  ou  approchant  du  vrai 
d'aussi  près  qu'on  voudra;  mais  en  ayant  égard  aux 
signes  dont  les  quantités  peuvent  être  affectées ,  l'ex- 
traction de  la  racine  quarrée  laisse  une  ambiguité  d'a- 
près laquelle  toute  équation  du  second  degré  est  suscep- 
tible de  deux  solutions,  tandis  que  celles  du  premier 
degré  n'en  ont  qu'une. 

En  effet,  dans  l'équation  générale  x*=:25,  la  va- 
leur de  X  étant  la  quantité  qui,  éleyéeau  quarré,  produit 
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25,  elle  pourra,  si  on  considère  les  quantités  algébri- 
quement, être  affectée  iadifTtremraent  du  signe  -f-  ou 
du  signe  — -,  car,  soit  qu'on  la  dt  signe  par  -f-  5  ou 
par  —  5  ,  on  aura  également  pour  son  quarré 

-|-5x4-5=-f-25  ou — 5x  —  5=:-}" 25: 

on  peut  donc  prendre 

a:  =  +  5, 
ou  X  =z  —  5. 

Par  la  même  raison ,  pour  l'équation  générale 


P  ' 


on  aura  indifféremment 


ou 

P 


On    comprend  ces    deux  expressions   dans    la   sui- 
vante : 


=-1/t' 


OÙ  le  double  signe  ±:  indique  qu'on  peut  affecter  alter- 
nativement du  signe  -\-  ou  du  signe  — ,  la  valeur  numé- 
rique de 

^a  q 

T 


\/' 


D'après  ce  qu'on  vient  de  remarquer,  c'est  une  règle 
générale  qu'il  faut  donner  à  la  racine  quarrée  d'une 
quantité  quelconque  le  double  signe  di. 
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On  pourrait,  d'après  cette  règle,  demander  pour- 
quoi, X  étant  la  racine  quarré  de  x-,  on  n'affecte  pas  aussi 
X  du  double  signe  ±:  ?  On  répondra  d'abord,  avec 
M.  Develey  (  Algèbre  d'Emile ,  T.  IL  ) ,  que  la  lettre 
3c  ayant  été  posée  simplement  sans  signe  (  c'est-à-dire 
avec  le  signe  -f-  )  ,  comme  le  symbole  de  l'inconnue  , 
c'est  dans  cet  état  qu'il  en  faut  déterminer  la  valeur,  et 
que  lorsqu'on  cherche  un  nombre  x  dont  le  quarré  soit 
Z»,  par  exemple,  il  n'y  a  que  ces  deux  solutions  possibles: 
a;  =  -f-  V^^ ,  xz=i —  \/b.  Ensuite,  quand  même,  en 
résolvant  l'équation  x^=è,  on  écrirait  ±:x=±:V/^  , 
et  qu'on  arrangerait  ces  signes  de  toutes  les  manières 
possibles,  savoir  : 

-fa7=-f-V/^,      — xr=— \/5 

on  n'obtiendrait  rien  de  plus,  puisqu'en  changeant  le  signe 
des  membres  de  la  seconde  équation  de  chaque  ligne 
(67),  on  retomberait  sur  la  première. 

107.  Il  suit  encore  de  la  considération  des  signes,  que 
si  le  second  membre  de  l'équation  générale 

P 

était  un  nombre  négatif,  l'équation  serait  absurde, 
puisque  le  quarré  d'une  quantité  affectée,  soit  du  signe 
-f-,  soit  du  signe  — ,  étant  toujours  affecté  du  signe  -f- , 
on  ne  peut  trouver  ni  dans  l'ordre  des  quantités  posi^ 
tives ,  ni  dans  celui  des  quantités  négatives ,  aucune 
quantité  dont  le  quarré  soit  négatif. 

C'est  cette  circonstance  qu'on  exprime  lorsqu'on  dit 
que  la  racine  d'une  quantité  négative  est  imaginaire. 

Si  on  parvenait  à  l'équation 

x^  -f  25  1=  3 , 


d'à  l  g  e  b  r  e.  1^7 

on  en  tirerait 

ou  x'^= — 16; 

or  il  n'y  a  aucun  nombre  qui,  multiplié  par  lui-même 
puisse  produire —  16.  Il  est  bien  ^Tai  que  — 4  multiplié 
par  -{-j^  donne  —  16;  mais  ces  deux  quantités  avant  un 
signe  différent,  ne  peuvent  être  considérées  comme  égales, 
et  leur  produit  n'est  par  conséquent  pas  un  quarré.  Oa 
verraplusbasde  nouveaux  éclaircissemenssur  cette  espèce 
de  contradiction ,  qu'il  faut  bien  distinguer  de  celle  du 
n°58,  qu'un  simple  changement  dans  le  signe  de  l'in- 
connue a  fait  disparaiti'e  ;  ici  c'est  le  signe  du  quarré  x* 
qu'il  faudrait  changer. 

ic8.  Pour  être  complète ,  une  équation  du  second  de- 
gré à  une  seule  inconnue  doit  contenir  trois   sortes  de 
termes,  savoir  :  des  termes  affectes  du  quarré  de  l'in- 
connue, d'autres  affectés  de  l'inconnue  au  premier  de^é 
d'autres  enfin  tous  connus  ;  telles  sont  les  équations 

x^—4x=z  12,  4a:— f  x==r4— 2X. 

La  première  est,  à  quelques  égards ,  plus  simple  que  la 
seconde,  parce  qu'elle  ne  renferme  que  trois  termes, 
que  le  quarré  de  a;  y  est  pris  positivement,  et  n'a  pour 
coelîicient  que  l'unité.  C'est  sous  cette  dernière  forme 
qu'on  met  toujours  les  équations  du  second  degré  avant 
de  les  résoudre  ;  ensorte  qu'elles  peuvent  éti*e  représen- 
tées alors  par  cette  formule  : 

x'-j-px  =  q^ 

p  et  q  désignant  des  quantités  connues,  soit  positives, 
soit  négatives. 

Il  est  visible  qu'on  amènera  toute  équation  du  second 

degré  à  cet  état,  l^  en  passant  dans  un  seul  membre 

tons  les  termes  affectés  de  x  (10)  ;  2°.  en  chan-J-eant  le 

i-ns  de  chaque  terme  de  l'équation  pour  rendi'e positif 
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celui  de  x*,  s'il  était  d'abord  négatif  (67)  ;  S*»,  en  divisant 
tous  les  termes  de  l'équation  par  le  multiplicateur  de  jc^, 
si  ce  quarré  en  a  un  (1 1),  ou  en  multipliant  par  son  divi- 
seur, s'il  est  divisé  (12). 

En  appliquant  ceci  à  l'équation 

elle  devient,  lorsqu'on  passe  dans  le  premier  membre 
les  termes  affectés  de  x , 

^ljc-^6xz=4, 
lorsqu'on  change  les  signes , 

'-x--6x=-4. 
lorsqu'on  multiplie  par  le  diviseur  5  , 

3  a:*  —  3o  a:  =  —  20  , 
et  lorsqu'on  divise  par  le  multiplicateur  3, 
0;='— -10  xi=  — ~. 
En  comparant  cette  équation  avec  la  formule  général» 
x^-j-px  —  q, 
on  aurait  pour  ce  cas  particulier 

P=-io,q=:~-^. 

109.  Pour  parvenir  à  la  solution  des  équations  ainsi 
préparées,  il  faut  se  rappeler  ce  que  j'ai  fait  remarquer 
(pù^,  savoir  :  que  le  quarré  d'une  quantité  composée  de 
deux  termes ,  contient  toujours  le  quan*é  du  premier 
terme ,  le  double  du  premier  terme  multiplié  par  le  se- 
cond ,  et  le  quarré  du  second;  et  que  par  conséquent  la 
premier  membre  de  l'équation 

x^-^^ax-^a^  —  b,  à 

dans  laquelle  a  etè  sont  des  quantités  connues,  est^im 
quarré  parfait,  celui  de  0;.+  "j  ou  qu'il  en  résulte 
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Prenant  la  racine  quarrte  du  premier  membre ,  et  indi- 
quant celle  du  second,  on  aura 

équation  qui  n'est  plus  que  du  premier  degré,  par  rap- 
port à  l'inconnue  x  ,  et  donne  ,  en  transposant. 

Une  équation  du  second  degré  serait  donc  facilement  ré- 
solue si  elle  était  ramenée  à  la  forme 

c  est-a-dire  ,  si  son  premier  membre  était  un  quarré. 

Mais  le  premier  membre  de  l'équation  générale 
x^-{-px  =  q, 
renferme  déjà  deux  termes  que  Von  peutregarder  comme 
faisant  partie  du  quarré  d'un  binôme  ,  savoir  :  x^  qui  sera 
le  quarré  du  premier  terme  x,  etpx  qui  sera  le  double 
du  premier  multiplié  par  le  second ,  lequel  ne  peut  être 
par  conséquent  que  la  moitié  de  p  ,  ou  ^ p. -Pour  ache- 
ver le  quarré  du  binôme  oc-\-{p,  il  faudrait  encore  le 
quarré  du  second  terme  |p;  mais  ce  quarré  peut  être 
formé ,  puisque  p  et  {  p  sont  des  quantités  connues  ,  et 
peut  ensuite  être  ajouté  au  premier  membre ,  pourvu 
qu'on  l'ajoute  en  même  temps  au  second,  afin  de  con- 
sener  l'égalité  ;  et  ce  dernier  membre  demeurera  encore 
tout  connu. 

Le  quarré  de  J  p  étant  \  p* ,  son  addition  aux  deux 
membres  de  l'équation  proposée  , 

x*-i'px  =  q, 
la  change  en 

x*-fpa:-|-ip^  =  (7-fip% 
résultat  dontle  premier  membre  est  le  quarré  de  a;  +îp; 
prenant  donc  la  racine  des  deux  membres,  j'ai 
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et  transposant ,  il  vient 

d'où  je  tire  successivement 

et  x  =  ^lp--\/q^-yp\ 

J'ai  donné  le  signe  -f-  ^u  second  ternie  ^p  de  la  ra-^ 
cine  du  premier  membre  de  l'équation  proposée ,  à  cause 
que  le  second  terme  de  ce  membre  était  positif;  il  faut 
y  mettre  le  signe  —  dans  le  cas  contraire ,  parce  que  le 
quarré  x'^  —  ^ax  -\-a^ répond  au  binôme  x  —  a. 

La  résolution  d'une  équation  quelconque  du  second  de- 
gré, s'obtiendra  en  rapportant  cette  équation  àla  formule 
générale 

x^-\-px  —  q\ 

ou  bien  en  appliquant  immédiatement  à  l'équation  pro- 
posée ,  l'opération  que  l'on  a  faite  sur  cette  formule , 
et  qui  peut  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Rendre  le  premier  membre  de  t équation  proposée  un 
quarré  parfait  ^en  y  ajoutant  y  ainsiqu  ausecond,  lequarré 
de  la  moitié  de  la  quantité  donnée  qui  multiplie  la  pre- 
mière puissance  de  V inconnue;  égaler  ensuite  les  racines 
quarrées  de  chaque  membre ,  en  observant  que  celle  du 
premier  est  composée  de  l'inconnue  et  de  la  moitié  de  la 
quantité  donnée,  qui  la  multiplie  dans  le  second  terme, 
prise  avec  le  signe  de  cette  quantité ,  et  que  la  racine 
du  second  membre  doit  être  précédée  du  signe  zb,  et 
indiquée  par  le  signe  \/ ,  si  elle  ne  peut  s'obtenir  immé- 
diatement. 

En  voici  des  exemples. 

110.  Trouver  un  nombre  tel ,  quen  rajoutant  J  fois 
à  son  quarré  y  la  somme  soit  44* 
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.T  désignant  le  nombre  cherché,  l'équation  sera  évi- 
demment 

Pour  la  résoudre,  ]e  prends  ^  ,  moitié  du  coefiicient  7 
qui  multiplie  x,  et  l'élevant  au  quarré ,  j'ai  la  quantité^ 
que  j'ajoute  à  chaque  membre ,  ainsi  qu'il  suit  : 

et  en  réduisant  le  second  membre  en  une  seule  fraction, 
il  vient 


La  racine  du  premier  membre  est,  suivant  larègle  ci-dessus , 

X  -f  ^ ,  et  ( 

l'équation 

de  laquelle  on  tire 


7  1 5 

X  -f-  -  >  et  on  trouve  pour  celle  du  second  —  ;  on  a  donc 


2  2 


7^i5 
2       2 

7  .  i5     8      , 
ou  x  =  —  '--] =-=4, 

2  2  2 

7  l5 22 

(  2  2  2 

La  premièjre  valeur  de   x  résout  la  question  dans  lé 
sens  de  son  énoncé,  puisqu'on  a  par  cette  valeur, 

x^  =  iG 
7  X  1=  28 


gomme ^4' 

Elém.  d' Algèbre.    11®  édition,  h 
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Quant  à  la  seconde,  comme  elle  est  affectée  du  signe — , 
le  terme  7  x,  devenant 

7X  — 11=^  — 77, 
doit  être  retranché  de  x^;    ensorte  que  l'énoncé  de  la 
question  résolue  par  le  nombre  11,  est  celui-ci  : 

Trouver  un  nombre  tel,  quen  retranchant  y  fois  ce 
nombre  de  son  quarré,  il  reste  44' 

La  valeur  négative  modifie  donc  ici  la  question  d'une 
manière  analogue  à  ce  qu'on  a  vu  pour  les  équations  du 
premier  degré. 

Si  on  mettait  l'énoncé  ci-dessus  en  équation,  on  ob- 
tiendrait 

x^  —  jx^44^ 
et  en  la  résolvant ,  il  viendrait 

^  ^""^4-4 

2.  a 

x^=  -  dz — • 
2        2 

32 

X=  =11 

2 

2  2  2  ^' 

La  valeur  négative  de  x  est  devenue  positive ,  parce 
qu'elle  satisfait  littéralement  au  nouvel  énoncé,  et  la  va- 
leur positive,  qui  n'y  satisfait  pas  de  même,  est  devenue 
négative. 

On  voit  par  là  que  ,  dans  le  second  degré,  l'Algèbre 

/ 
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réunit  dans   la  même   formule  deux  questions  qui  ont 
entre  elles  une  certaine  analogie. 

111.  Quelquefois  les  énoncés  qui  mènent  à  des  équa- 
tions du  second  degré  sont  susceptibles  de  deux  solutions; 
le  suivant  est  dans  ce  cas  : 

Trouver  un  nombre  tel ,  que  si  Von  ajoute  i5  o  son 
quarre,  la  somme  soit  é2;ale  à  S  fois  ce  nombre. 

Soit  jrle  nombre  cherché,  l'équation  du  problème  sera 

x^-f-i5=:8x. 

En  mettant  cette  équation  sous  la  forme  prescrite 
n*  1 08 ,  on  aura 

x^ — 8  x  =  —  i5 
x«  — 8x-|-i6  =  — i5  +  iS 
or*  —  8x-f-  16=1 
x-4  — dz  1 

ou  a:=  5 

Il  y  a  donc  deux  nombres  difFérens  5  et3 ,  qui  jouissent 
de  la  propriété  comprise  dans  l'énoncé. 

1 12.  Quelquefois  aussi  on  rencontre  des  énoncés  qui 
ne  peuvent  être  résolus  d'aucune  manière  dans  leur  sens 
précis,  et  qui  doivent  être  modifiés  -,  ce  cas  est  celui  où  les 
deux  racines  de  l'équation  sont  négatives  ,  comme  celles 
de  la  suivante  ; 

Cette  équation,  qai  exprime  qaelequarré  du  nombre  cher" 
ché  augrmenté  de  S  fois  ce  nombre  ,  et  encore  de  ^ ,  doit 
donner  une  somme  égale  à  q,  ne  peut  évidemment  être 
yérifiée  par  addition,  comme  elle  est  posée,  puisque  déjà 

L  2 
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6  surpasse  2  ;  et  en  effet,  si  on  la  résout,   on  trouve 
successivement 

x+  -  r=±:- 

2  2 

2     ""2 

22  '** 

Les  signes  —  dont  sont  affectés  les  nombres  1  et  '4 , 
font  voir  que  le  terme  5  x ,  doit  être  retranché  des  autres, 
ou  que  l'énoncé  doit,  pour  les  deux  valeurs,  être  rédigé 
ainsi  : 

Trouver  un  nombre  tel ,  que  si  on  le  retranche  5  fois  de 
sonquarré,  et  qu'on  ajoute  6  au  reste  ^  on  ait  2  pour 
résultat. 

Cet  énoncé  fournit  l'équation 

x'^  —  5a;-f6r=2, 
qui  donne  pour  x  les  deux  valeurs  positives  1  et  4- 
1 13.  Soit  encore  ce  problème  : 

Partager  un  nombre  p  en  deux  parties  dont  le  produit 
soit  égal  à  q. 

En  désignant  une  de  ces  partiespar  07,  l'autre  sera  ex- 
primée par  p  —  x\  et  leur  produit  sera  px — x^\  on  aura 
donc  l'équation 

px  —  x^'  —  q^ 

ou,  en  changeant  les  signes, 

a:^  —  p  x^=  —  q  : 
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résolvant  cette  dernière ,   on  ti-ouvera 

Si,  pour  particulariser  la  question,  on  faisait 

p=iOy  q=2i, 
on  aurait 

a;  r=  5  ih  V^25  —  21 , 
ou  X  =  5  ±:  a 

c'est-à-dire,  que  l'une  des  parties  serait  7,  et  l'autre  serait 

par  conséquent  10  — 7  ou  3. 

Si  on  prenait  au  contraire  3  pour  x,  l'auti'e  partie  serait 
10  —  3  ou  7  ;  ensorte  que  par  rapport  à  l'énoncé  actuel,  la 
question  n'a ,  à  proprement  parler,  qu'une  solution,  puis- 
que la  seconde  n'est  qu'un  changement  d'ordre  entre 
les  parties. 

L'inspection  attentive  de  la  valeur  de  x  fait  voir  que 
dans  la  question  dont  il  s'agit,  on  ne  peut  pas  prendre 
indistinctement  les  nombres  p  et  q  ',  car  si  q  surpassait 

^ ,  ou  le  quarré  de  -  p ,  la  quantité  ^i q^  serait  né- 
gative ,  et  on  retomberait  sur  le  caractère  d'absurdité  re- 
marqué dans  le  n°  107. 

Si  on  prenait,  par  exemple , 

p  =  10  et  ^  =  3o, 
il  viendrait 

x=5±  ^^25  —  30  =  5^:/^; 
le  problème  serait  donc  impossible  avec  ces  données. 
114.  L'absurdité  des  questions  qui  conduisent  à  de* 

L3 
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racines  imaginaires  ne  se  ma:iifeste  que  par  la  conclu- 
sion ,  et  l'on  doit  désirer  de  connaître  par  des  caractères 
tenant  de  plus  près  à  l'énoncé,  en  quoi  consiste  l'absur- 
dité du  problème,  de  laquelle  résulte  celle  de  la  solution; 
c'est  ce  que  fera  voir  d'une  manière  précise  la  considéra- 
tion suivante. 

Soit  d  la  différence  des  deux  parties  du  nombre  pro-» 

posé  -,  la  plus  grande  sera^  -f -,  la  plus  petite- (3)  *, 

or  il  est  bien  prouvé  (29  ,  3o  et  34)  que 

\2^^j  \2  2J    4    4  ' 

doncle  produit  des  deux  parties  du  nombre  proposé, 

quelles  qu'elles  soient,  sera  toujours  moindre  que  — r,ou 

que  le  quarré  de  la  moitié  de  leur  somme ,  tant  que  d  ne  sera 
pas  nul  ;  et  quand  cette  circonstance   a  lieu,  chacune 

de  ces  deux  parties  étant  égales  à-  ,  leur  produit  n'est 
que  ^.  Il  est  donc  absurde  de  demander  qu'il  soit  plus 

4 

grand;  et  c'est  avec  raison  que  l'Algèbre,  répondant  alors 
d'une  manière  contradictoire  aux  principes,  prouve  par 
là  que  ce  qu'on  cherche  n'existe  pas. 

Ce  qu'on  vient  de  montrer  sur  l'équation 

fournie  par  la  question  précédente ,  convient  à  toutes 
celles  du  second  degré  où  q  est  négatif  dans  le  second 
membre  ,  les  seules  dans  lesquelles  on  puisse  rencontrer 

des  racines  imaginaires  ,  puisque  le  terme  -^  placé 

4 
sous  le  radical,  conserve  toujours  le  signe  -|^  quel  que 
soit  celui  de  p.   En  effet  quand  on  aurait  l'équation 
x*  +  px  =  — ç,       ou      a?*-fpx  4-^  =  0, 
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on  veiTait  d'abord  qu'elle  ne  saurait  admettre  aucune  solu- 
tion positive ,  puisque  son  premier  membre  ne  renferme 
que  des  termes  additifs;  et  pour  savoir  si  l'inconnue  oc 
pourrait  être  négative ,  ilsuflirait  de  changer  x  en  — y. 
L'inconnue^'  aurait  alors  des  valeurs  positives  qui  seraient 
données  par  l'équation 

précisément  la  même  que  celle  du  numéro  précédent  ; 
or  les  valeurs  de  x  ne  pouvant  être  réelles  que  lorsque 
celles  de  y  léseraient,  elles  deviendi'aient  encore  ima- 
ginaires dans  le  cas  actuel,  si  q  surpassait  f-r-, 

4 

On  voit  donc,  parles  remarques  ci-dessus ,  comment 
et  pourquoi ,  lorsque  le  terme  tout  connu  d'une  équation 
du  second  degré  est  négatif  dans  le  second  membre ,  et 
plus  grand  que  le  quatre  de  la  moitié  du  coefficient  de 
la  première  puissance  de  l'inconnue,  cette  équation  ne 
peut  avoir  que  des  racines  imaginaires. 

ii5.  Les  expressions 

«t  en  général  celles  qui  comprennent  la  racine  quarréei 
d'une  quantité  négative,  se  nomment  quantités  imagi- 
naires (*).  Ce  ne  sont  que  des  symboles  d'absurdité  qui 
tiennent  la  place  de  la  valeur  qu'on  aurait  obtenue,  si  la 
question  proposée  eût  été  possible. 

On  ne  les  néglige  point  dans  le  calcul,  parce  qu'il 
arrive  quelquefois  qu'en  les  combinant  d'après  certaines 
lois,  l'absurdité  se  détruit ,  et  le  résultat  devient  réel.  On 
en  trouvera  des  exemples  dans  le  Complément. 


{*)  Il  serait  plus  exact  de  dire  expressions  qvl  symboles  imaginaires^ 
puisque  ce  ne  sout  pas  des  quantités. 
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11  G.  Comme  il  importe  beaucoup  aux  commençans 
d'acquérir  des  notions  exactes  sur  tous  les/arVj d'analyse 
qui  paraissent  sortir  des  idées  communes,  j'ai  cru  qu'il 
fallait  aussi  ajouter  quelque  s  éclaircissemens  à  ce  que  Von 
a  déjà  vu  (106)  sur  la  uécessité  d'admettre  deux  solutions 
dans  les  équations  du  second  degré. 

Je  vais  montrer  que  s'il  existe  une  quantité  a  qui , 
substituée  à  la  place  d-e  x,  satisfasse  à  V équation  du  se- 
cond degré  x'^-f-  p  x=:q ,  et  soit  par  conséquent  la  valeur 
de  X,  cette  inconnue  aura  encore  une  autre  valeur.  Si  1  on 
substitue,  en  effet,  c  à  la  place  de  a: ,  il  en  résultera 
a'^-i-pa^zq-j  et  puisque ,  par  l'hypothèse ,  a  est  la  va- 
leur de\r,  q  sera  nécessairement  égal  à  la  quantité 
a^  -\-p  a  :  on  pourra  donc  écrire  cette  quantité  au 
lieu  de  q^àans  l'équation  proposée,  qui  deviendra  par  là 

x''  -\-px  =  a^-}-  pa. 

Transposant  tous  les  termes  du  second  membre  dans  le 
premier  j  il  ^dendra 

x^-\'P  X  —  a*  —  pa  =  o, 

qu'on  peut  écrire  ainsi  : 

ac^  —  a^-f-p  {x  —  c)=o; 

et  à  cause  que 

or'— 0»=  (a:-|-G)   (x--a)   (34), 

on  voit  sur-le-champ  que  le  premier  membre  est  divisible 
par  X — a,  et  donne  un  quotient  exact,  savoir  :  a;  -|-  a  -f-  p  : 
on  a  donc,  d'après  cela, 

x^-i-px — q^zx^'—a''  -j-  p  (jc— a)  =  (a;— a)  (x-|-a-j-p) .. 
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Maintenant  il  est  évident  qu'un  produit  est  égal  à  zéro  > 
lorsque  l'un  quelconque  de  ses  facteurs  devient  nul;  on 
doit  donc  avoir 

ix—a)  (a:-f-a-fp)=:o, 

non-seulement  lorsque  x  —  a=z  o  ^  ce  qui  donne 

x=  a, 

mais  encore  lorsque  x-^a-^p  r=  Oy  d'où  il  résulte 

x=r:  —  a  —  p. 

Il  est  donc  prouvé  que  si  a  est  une  des  valeurs  de 
X,  —  a  —  p  sera  nécessairement  l'autre. 

Ce  réfultat  s'accorde  avec  les  deux  valeurs  comprises 
dans  la  formule 

x=^-^^p:h\/qTÎ7} 


car  en  prenant  pour  a  la  première  ,  —  1 P  -f-  V^^  +  5  P^> 
par  exemple ,  on  trouverait  pour  l'autre 

ce  qui  est  en  effet  la  seconde  racine. 

Je  reviendrai  dans  la  suite  sur  ces  remarques  ,  qui 
contiennentle  germe  delà  théorie  générale  deséquations 
d'un  degré  quelconque. 

117.  La  difficulté  de  mettre  les  problèmes  en  équa- 
tion,est  pourlesecond  degré,  et  en  général  pour  quelque 
degré  que  ce  soit,  la  même  que  pour  le  premier ,  et  con- 
siste toujours  dans  la  manière  de  démêler  toutes  les 
conditions  distinctes  ;  comprises  dans  l'énoncé,  et  de 


/ 
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les  exprimer  à  l'aide  des  caractères  algébriques.  Les 
questions  précédentes  n'offraient  aucune  difficulté  à  cet 
égard,  et  l'on  doit  s'être  suffisamment  exercé  dès  le  pre- 
mier degré;  cependant  je  vais  encore  résoudre  quelques 
questions  qui  donneront  lieu  à  plusieurs  observations 
utiles. 

On  a  employé  deux  ouvriers  ,  gagnant  des  salaires 
dijféî'ens;  le  premier  ayant  été  payé  au  bout  d'un  certain 
nombre  de  jours ,  a  reçu  ^Sfr. ,  et  le  deuxième  ayant  tra- 
vaillé six  jours  de  moins ,  n'a  eu  que  54fr.  ;  s'il  avait 
travaillé  tous  les  jours  ^  etqueV  autre  eût  manqué  six j  ours ^ 
ils  auraient  reçu  tous  deux  la  même  somme  :  on  demande 
combien  de  jours  chacun  a  travaillé ,  et  le  prix  de  sa 
journée. 

Ce  problème  ,  qui  semble  d'abord  renfermer  plusieurs 
inconnues  ,  se  résout  facilement  par  le  moyen  d'une 
seule  ,  parce  que  les  autres  s'expriment  immédiatement 
par  celle-ci. 

En  désignant  par  x  le  nombre  des  jours  de  travail  du 
premier  ouvrier , 

X  —  6  sera  celui  des  jours  de  travail  du  second , 
"—     sera  le  prix  de  la  journée  du  premier  ou\Tier, 

54        ,  .      '      . 
^  celui  de  la  journée  du  second  ; 

si  ce  dernier  eût  travaillé  pendant  x  jours ,  il  aurait 
gagné 

^    54  S4x 

X — b  X — 6 

et  le  premier  travaillant  seulement  j: — 6  jours,  n'aurait  eu^ 

que  (x-6)  ^    ou  S±i£lZ^, 
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l'équation  du  problème  sera  donc 

54x^96  (T  — 6) 
X — S  X 

II  faut  d'abord  faire  disparaître  les  dénominateurs  de 
cette  équation ,  et  il  vient 

540:^=96  (X  — 6)  (x  — 6); 
les  nombres  54  et  9S  étant  tous  deux  divisibles  par  6 ,  ce 
résultat  se  simplifie  :  on  trouve 

.9x^=16  (x-6)   (x-6). 

On  pourrait  préparer  cette  dernière  équation  suivant  la 
règle  du  n°  108  ,  pour  la  résoudre;  mais  l'objet  de  cette 
règle  n'étant  que  de  faciliter  l'extraction  de  la  racine  de 
chaque  membre  de  l'équation  proposée,  elle  est  inu- 
tile ici,  ou  les  deux  membres  se  présentent  d'abord  sous 
la  forme  de  quarrts;  car  il  est  visible  quegx*  est  le 
quarrede  3x,  etque  16  (x — 6)  (x  — 6)  estlequarré 
de  4  (x — 6  )  :  on  aura  donc  tout  de  suite 

d'où  il  résulte 

3xz=4-^  —  24,^  =  24 

24 
3x:=  —  4X-I-24,  x  =  --. 

Parlapremière  solution  de  la  question,  le  premier  ou- 
vrieratravaillépendant24jours,  et  agagné  par  conséquent 

^     OU  4  francs  par  jour,  tandis  que  le  second  n'a  tra- 

vaille  que  18  jours,  et  a  gagné -^     ,ou3francsparjour. 

La  seconde  solution  répond  à  une  autre  question  nu- 
mérique liée  à  l'équation  proposée  d'une  manière  anar 
logue  à  celle  que  j 'ai  remarquée  dans  le  n°  1 11 . 
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118.  On  remet  à  un  banquier  deux  billets  sur  la 
même  personne  ',  le  premier  de  Sbo  francs  payable  dans 
sept  mois ,  le  second  de  "j 9.0  francs  payable  dans  quatre, 
mois  ;  et  il  donne  pour  le  tout  une  somme  de  1 200  francs  .• 
on  demande  quel  est  le  taux  annuel  de  l'intérêt  d'après 
lequel  ces  billets  ont  été  escomptés» 

Afin  d'éviter  les  fractions  dans  l'expression  des  intérêts 
pour  sept  mois  et  pour  quatre,  je  représenterai  par  i2x 
celui  que  produit  annuellement  une  somme  de  1 00  francs, 
et  l'intérêt  d'un  mois  sera  alors  x.  Cela  posé ,  la  valeur 
présente  du  premier  billet  s'obtiendra  en  faisant  la  pro- 
portion 

„,  55ooo      ,  .  .  7         N 

100  -f  7a;  :  100  ;:  5do  : ; CAritn.  120); 

'    '  100  -\~  'J  x^ 

la  valeur  présente  du  second  billet  résultera  de  même 

de  la  proportion 

,    .  72000 

loo-f-Ao:  :  100  ::  720  : — r~. 

'  100  -f-  ^x 

En  réunissant  ces  deux  valeurs  ,  l'équation  du  problème 
sera 

55ooo      .      72000 

; ; 7-=   1200. 

1 00  4-  707     1 00  4-  4^- 

Les  deux  membres  pouvant  se  diviser  par  200,  on  a 
275         ,        36o  ^ 


100 -f- 7^       100  -f  4^ 

puis  faisant  disparaître  les  dénominateurs,  on  trouve 
successivement 

S75(i  00+4^) +3^o(ioo-f-7^)=6(ioo-f7a:)(ioo-|- 4-^5 

27600  4-1100  07  -|-36oCO  -|-  2520X  ■=. 

60000  -|-  6600  X  4*  1680:'^ , 
ce  qui  se  réduit  à 

i68  x"  + 2980  X  =  3500;. 
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et  divisant  tout  par  2  ,  on  obtient 

84x*^+  1490  X  =:  1750, 
ce  qui  donne  enfin 

"^  "^  84  84  • 

En  comparant  cette  équation  à  la  formule 

x^  +  px  =  q  , 

il  vient 

et  l'expression 

se  change  en 

^  —  _  745^1  y^745. 745      1750 
^~      84 -K       84.84  ■*"  84  • 

Il  faut  d'abord  réduire  à  une  seule  les  fractions  com- 
prises sous  le  radical  :  on  aura 

745.745  -f  1750.84 702025 

84.84  ""^4784  ' 

et  en  observant  que  le  dénominateur  de  cette  fraction 
est  un  quarré  parfait ,  il  ne  restera  qu'à  extraire  la  ra- 
cine quarrée  du  numérateur.  Si  on  s'arrête  aux  mil- 
lièmes, on  trouvera  807,869  ,  pour  celle  de  702025  ;  et 
en  lui  donnant  le  dénominateur  84,  les  valeurs  de  x 
seront 

745       857,869  _  92,869 

84  "^       84       "~      84  " 
745      857,869  __      i582,86q 

84  84  84 
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La  première  de  ces  valeurs  est  la  seule  qui  résolve 
la  question  dans  le  sens  de  son  énoncé.  En  divisant  son 
dénominateur  par  i3,  on  a  {Arilh.  54) 

i2j:r="-^ — ^=13,267; 
7 

c'est-à-dire  que  l'intérêt  annuel  est  de  i3  ,  27  P- f- 
1 19.  La  question  suivante  est  digne  d'attention  ,  par 

les  circonstances  que  présente  l'expression  de  l'inconnue. 
Partao-er  un  nombre  en  deux  parties  dont  les  quairés 

soient  dans  un  rapport  donné. 
Soit  a  le  nombre  donné  , 

m  le  rapport  des  quarrés  de  ses  deux  parties  , 
jc  l'une  de  ces  parties  ; 

l'autre  sera  a  —  x; 

et  d'après  l'énoncé  de  la  question,  on  aura  réquatioa 


=  m. 


(a  —  x)  (a  —  X  j 

Il  se  présente  pour  la  résoudre  deux  voies  :  on  peut 
ou  la  préparer  pour  lui  donner  la  forme  x^  -j-  px=:cj , 
et  la  résoudre  ensuite  par  la  méthode  générale  ;  ou  bien 
profitant  de  la  remarque  facile  à  faire  ,  que  la  fraction 


{a  —  X  )  (a  —  x) 

est  un  quarré ,  puisque  son  numérateur  et  son  dénomi- 
nateur sont  des  quarrés ,  on  en  conclura  sur-le-champ. 


y  m, 


a — X 

a:  =  ±:(a  —  x)  {/m. 

En  résolvant  séparément  les  deux  équations  du  premier 
degré  comprises  dans  cette  formule ,  savoir  : 


on  en  tirera 
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x=:4-(a  —  x)  \/  m 

xz=.  —  (a  —  x)  V^m, 

a  \/  m 
X^' — - — ^=^ 
i-f- V/m 

—  a  \/  m 


XT=. 


1  —  y  m 

Par  la  première  solution ,  la  seconde  partie  du  nombre 
proposé  est 

^  Q  \/ y7i__o-f-Q  y/l^ — a\/' 


m 


i-hV  m  1  ^  y  m  i-^\/  m 

et  les  deux  parties 


a  \/  m 

^=  et 


1  4-  V^  m         i^^  m 

sont,  comme  l'exige  l'énoncé  de  la  question,  toutes 
deux  plus  petites  que  le  nombre  proposé. 

Par  la  seconde  solution ,  on  a 

■     c  Y   m    a  —  a\/  m-\'a  [/  m a 

et  les  deux  parties  alors  sont 

a  \/  m                   a 
1 — _   et   =r. 

1  —  \/  m         1  —  \/  m 

Leurs  signes  étatit  contraires,  le  nombre  a  n'est  plus, 

à  proprement  parler ,  leur  somme ,  mais  leur  difFérence. 

Lorsqu'on  fait  m=  1 ,  c'est-à-dire  qu'on  suppose  que 

les  quarrés  des  deux  parties  cherchées  sont  égaux,  on  a 

V^"m=  1  ;    , 
la  première  solution  donne  deux  parties  égales, 
a  a 
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résultat  évident  par  lui-même ,  tandis  que  la  seconde 

solution  donne  deux  résultats  infinis  (68)  ,  savoir  : 

—  a          — a               a  a 

ou ,    et ou 


1  —  1  o  1  —  1  o 

ce  qui  doit  être  ,  car  il  n'y  a  qu  en  regardant  deux 
quantités  comme  infiniment  grandes  ,  par  rapport  à 
leur  différence  a ,  qu'on  peut  supposer  le  rapport  de 
leurs  quarrés  égal  à  l'unité. 

En  effet ,  soient  x  et  x  —  a  ,  ces  deux  quantités  \  le 
rapport  de  leurs  quarrés  sera 


x"-  —  2.ax  -j-  a^  ' 

et  en  divisant  les  deux  termes  de  cette  fraction  par  x* , 
elle  deviendra 

1 

'-T  +  F 

or  il  est  visible  que  plus  le  nombre  x  sera  grand ,  plus 

les  tractions  —  ,  — ^  ,  seront  petites  ,  et  plus  le  rapport 

ci-dessus  approchera  d'être  égal  à  7 ,  ou  à  1.  ,, 

120.  Pour  comparer  maintenant  à  la  marche  qu'on 
vient  de  tenir ,  la  méthode  générale ,  on  développera 
l'équation 

oc" 

— ; T-  =  77l  : 

(a  —  X)  (a-T-o:) 
ozï  aura  successivement 

a:^=:m(a  —  :r)  (a  —  x) 
x^  =  a" m  —  2amx  -\-  mx* 
x"^  —    mx^  -\-  Q.amx  =:  a^m 
(1  —  77i)  x^4-  Qamx  :=.  à^m 
^    ,   Qamx  a^  m 

"^■y- — -.=^-, — --. 


1  —  m        1  —  m 


et 


i 
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en  faisant        p  ==  -i^^_   a  -  ~^' 
îa  formule  générale  donnera 


177 


1—771    »^    (1— 77ï)  (i—m)  •  r^zT;^- 

Ces  valeurs  de  a:  paraissent  bien  différentes  de  celles 
qui  ont  été  trouvées  plus  haut  ;  cependant  elles  s'y 
ramènent,  et  c'est  en  quoi  l'exemple  qui  m'occupe  peut 
être  utile  pour  monti'er  l'importance  des  transforma- 
nons  que  les  diverses  opérations  algébriques  produisent 
dans  1  expression  des  quantités. 

Il  faut  premièrement  réduire  au  même  dénominateur 
les  deux  fractions  comprises  sous  le  radicd,  ce  qui  s'ef- 
fectuera en  multipliant  par  1  -  ^  ,  les  deux  termes  de 
la  seconde  ;  et  U  viendra 


o'm^  .     a' m 


(i--m)(i— ^)    —(i—m)  (1—771)- 
Le  dénominateur  étant  un  quarré,  il  restera  seulement 
a  extraire  la  racine  du  numérateur,  et  on  aura 


i/: 


a'rii'- a-m    _  ^\ 


(1—771)    (l- TTl)"^"!— ^~1^I^> 

mais  rexpresôfon  \/dm  peut  encore  se  simplifier. 

Il  est  visible  que  le  quarré  d'un  produit  se  compose 
du  produit  des  quarrés  de  chacun  de  ses  facteurs,  puis- 
que, par  exemple, 

bcdy^hcclz=zb^c''d'', 
et  que  par  conséquent  la  racine  de  b^c^d^  n'est  autre 
chose  que  le  produit  des  racines  ô,  c  et  J,  des  facteurs 
b\  e  et  â".  En  appliquant  cette  remarque  au  produit 
Q'm,  en  voit  que  sa  racine  est  le  produit  de  a,  racine 
EUm,  d'Akèbre.  n^  édition.  M 
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de  c^ ,  par  y  m  qui  est  riiidication  de  la  racine  de  m, 
ou  que 

y/d'm  •=.  a  \/  m. 
Il  suit  de  ces  diverses  transformations  que 
am    _,^\/ 


TTi 

a;  = ztz— ^      , 

1 Ta  1    771 


,  .                                     o  777  —  a  y 
ou  bien  x-=. 


am  -\-  a  y 


Quelque  simples  qu'elles  soient,  ces  expressions  ne 
sont  pas  encore  celles  du  numéro  précédent  \  et  même 
si  on  cherche  à  les  vérifier  pour  le  cas  où  771  =  1 ,  elles 

deviennent 

—  a  -\-  a       o 
a;  =  — ■■ =  - 

1  —  1  o 

—  a  —  a      — Q.a 


On  retrouve  dans  la  seconde  le  symbole  de  rinfîni , 
comme  précédemment ,  mais  la  première  présente  cette 
forme  indéterminée ,  f ,  dont  on  a  déjà  vu  des  exemples 
dans  les  n""  69  et  70  ;  et  avant  de  prononcer  sur  sa  va- 
leur ,  il  est  à  propos  d'examiner  si  elle  ne  tombe  pas 
dans  le  cas  du  n°  70  :  si  ce  n'est  pas  un  facteur  commun 
au  numérateur  et  au  dénominateur ,  que  la  supposition 
de  7n  =  I  ,  rend  égal  à  zéro. 

T  ,  .  — am  4-  o.  \/  m 

L  expression 

1  —  m 

.     ^,       g(  — 771+ v/a7i)       nCy^ln^m) 

revient  a      --^ — î — ==  -^ -, 

1  —-  m  1  —  771 

On  Yoit  déjà  que  le  numérateur  ne  devient  zéro,  que 
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par  le  facteur  \/  m  —  m  ;  il  faut  donc  cherclier  si  ce 
dernier  n'aurait  pas  quelque  facteur  commun  avec  le 
dénominateur  1  — m.  Pour  éviter  l'embarras  que  pour- 
rait causer  le  signe  radical ,  je  fais  \^  m  =  n  ,  et  j'en 
conclus  ,  en  prenant  les  quarrés  ,  m  =  71^  :  ceci  change 
les  quantités 

\/  m  —  meti  —  m 
en  n  —  n*  et  1  —  ti^  ; 

orn^n'4=n(i — n)  et  1 — 71*  =  (1 — n)  (l  +  70P4)> 
en  remettant  pour  n  sa  valeur  y/  zri ,  on  a 

y  m  —  m  =  (i  —  \/m)  \^  m 
1  — m=r(i  — V"^)  (1-1- /m), 
et  par  conséquent 

û(v/m  —  m) g(i  —  y   m)  \/  m    __^ 

i  —  TM         ~~  {i^\/m)  (^1  -\'\/m)'^ 
ay  771 

résultat  semblable  à  celui  du  n"  119. 

On  réduit  de  même  la  seconde  valeur  de  :r ,  en  ob- 
servant que 

— aS/  m  —  G771 —  û(i  -^  y  m)  y   m 

^—^    ^    "(i  — /"^)  (!-{-/ m)  "^ 
—  a  y   771 

1   V^  77X 

comme  dans  le  n**  119  ("^  ) . 

(*)  L'exemple  que  je  viens  de  traiter  si  au  long,  repond  à  un  pro- 
blème résolu  par  Clairaut  dans  son  Algèbre,  et  dont  l'énoncé  est  ce- 
lui-ci :  Trouver  sur  la  ligne  qui  joint  deuxl  umières  quelconques ,  le 
pointoà  ces  deux  lumières  éclairent  également.  J'ai  dépouillé  ce  pro- 
blème des  circonstancesphysiques  qui  sont  étrangères  àl'objet  de  cet 
ouvrage,  et  qui  ne  peuventque  détourner  l'attention  qu'exigent  les  cir- 
constances algébriques,  très-remarquables  en  elles-mêmes,  et  que 
pqur  cette  raison,  j'aideVeloppées  pins  que  ne  l'avait  fait  Clairaut. 

M  2 
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Il  n'est  pas  difficile  de  voir  que  j'aurais  pu  éviter  les 
radicaux  dans  les  calculs  précédens ,  en  représentant 
par  m'-  le  rapport  des  quarrés  des  deux  parties  du 
nombre  proposé  :  alors  m  en  eût  été  la  racine  quarrée  , 
qu'on  peut  toujours  regarder  comme  connue  ,  lorsque 
son  quarré  est  donné  ;  mais  on  n'aurait  pas  d'abord 
senti  le  but  d'un  pareil  changement  de  données  ,  dont 
les  algébristes  font  souvent  usage  pour  simplifier  les 
calculs  ;  c'est  pourquoi  j'invite  le  lecteur  à  recommen- 
cer la  solution  du  problème  ,  en  mettant  m^  au  lieu 
de  m. 

De  Vextraction  de  la  racine  quarrée  des  quantités 
algébriques. 

121.  La  question  précédente  suffit  pour  indiquer  com- 
ment il  faut  se  conduire  dans  la  solution  des  questions 
littérales ,  et  a  présenté  une  transformation  qu'il  im- 
porte de  remarquer  ,  savoir  ,  celle  de 

y  d^  rn  en  a  \/  m  (  page  1 77  ), 

puisque  par  son  moyen  on  peut  réduire  au  plus  petit 
nombre  possible  les  facteurs  contenus  sous  le  radical  , 
et  simplifier  d'autant  l'extraction  de  la  racine  qui  reste 
à  opérer. 

Cette  transformation  consiste  ,  comme  on  a  vu  à  l'en- 
droit cité  ,  à  prendre  séparément  la  racine  de  tous  les 
facteurs  qui  sont  des  quarrés ,  et  à  écrire  ces  racines  hors 
du  radical^  comme  multiplicateurs  de  ce  radical,  sous 
lequel  on  laisse  tels  qu'ils  sont,  les  facteurs  qui  ne  sont 
pas  des  quarrés. 

Cette  règle  suppose  premièrement ,  que  Ton  sache 
reconnaître  si  une  quantité  algébrique  est  un  quarré  , 
et  dans  ce  cas  en  extraire  la  racine  ;  et  pour  cela,  il 
faut  distinguer  les  quantités  monômes  des  polynômes 
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132.  Il  résulte  évidemment  de  la  règle  des  exposons 
!ans  la  multiplication  ,  que  la  seconde  puissance  d'une 
uantite  quelconque  a  un  exposant  double  de  celui  dz 
ette  quantité. 

On  a,  par  exemple, 
û'Xc»r=û*,    a''Xa^  =  ci^y    c'Xo^  =  û",    etc. 

Il  suit  de  là  que  tout  facteur  qui  est  un  quarré  ,  doit 
voir  un  exposant  pair ,  et  qu'on  obtient  la  racine  de 
e  facteur  en  écrivant  sa  lettre  avec  un  exposant  és:al 

la  moitié  de  V exposant  primitif. 

On  a  ainsi 

A  l'égard  des  facteurs  numériques,  l'extraction  d» 
îurs  racines  s'opère ,  s'il  y  a  lieu,  par  les  règles  ensei- 
aées  précédemment. 

D'après  ces  remarques ,  les  facteurs  a^ ,  b^,  c^,  d« 
expression 

\/'Ô^^Fb^  , 
■>nt  des  quarrés,  le  nombre  Ç)i^  est  le  quarré  de  8;  donc- 
'  expression  proposée ,  étant  le  produit  de  facteurs  quar- 
ts, aura  pour  racine  le  produit  des  racines  de  chacun 
e  ces  facteurs  (  121  )  ;  et  par  conséquent 


\/ia^aHH^  =  ^a^b^  c. 

Î20.  Lorsque  cette  circonstance  n'a  pas  lieu,  il  faut 
hercher  à  décomposer  le  produit  proposé  en  deux  au-^ 
res  f  dont  l'un  ne  contienne  que  les  facteurs  quarrés 
t  l'autre  les  facteurs  non-quarrés  ;  et  pour  cela  iJ  faut 
onsidérer  à  part  chacun  de  ses  facteurs.  1 

Soit  pour  exemple 

)n  reconnaît  facilement  que  parmi  les  diviseurs  du 

M3 
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nombre  72 ,  il  y  a  des  quarrés  parfaits  ,  savoir  ,  4  >  9 
et  36  ;  et  en  prenant  le  plus  grand ,  on  a 

72  =  36  X  2. 
Le  facteur  a^  étant  un  quarré  ,  on  le  met  de  côté  ;  pas- 
sant ensuite  au  facteur  P ,  qui  n'en  est  pas  un,  puisque 
le  nombre  3  est  impair ,  on  remarque  que  ce  facteur 
peut  se  décomposer  en  deux  autres  b^  et  Z>,  donîl© 
premier  est  un  quarré ,  et  qu'on  a 

b^=:b\b; 
on  voit  aussi  que 

C^  rrr  c^ .  C  ; 

il  en  serait  de  même  de  toute  lettre  ayant  un  exposant 
impair.  Toutes  ces  décompositions  donnent 

'jza'^b^c^  —  36 .  2a^Z>^  .bc^.c; 
et  rassemblant  les  facteurs  quarrés  ,  il  vient 
36a46^c4  X  2bc. 
Enfin  ,  prenant  la  racine  du  premier  produit  et  in- 
diquant celle  du  second  ,  on"  a 

V/tÔÔ^ôV  :=  Ga^bc^  {^'ôbc. 
Voici  encore  quelques  exemples  de  réductions  Si 
blables,  précédées  des  calculs  qui  les  mettent  en  é 
dence  :  _ 

6.5  ,1    /3a      3obt     /3a 

V  -;i~+-ir=V<   — 1? — - 
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Il  faut  remarquer  ,  par  rapport  au  premier,  qu'on 

peut  faire  sortir  du  radical  le  dénominateur  des  fractions 

algébriques  ,  en  le  rendant  un  quarré ,  d'après  ce  qui 

a  été  dit  n°  104,  pour  les  fractions  numériques. 

124-  J^  vais  passer  à  l'extraction  de  la  racine 
quarrée  des  polynômes.  Il  est  important  de  se  rap- 
peler qu'aucun  binôme  n'est  un  quarré  parfait ,  parce 
que  tout  monôme  élevé  au  quarré  ne  produit  qu'un 
monôme  ,  et  que  le  quarré  d'un  binôme  renferme  tou- 
jours trois  parties  (34). 

On  se  tromperait  grossièrement  en  prenant  pour 
Va^-f-  ^"^  le  binôme  a -^  b ,  quoique  a  soit  séparément 
la  racine  de  a^,  et  b  celle  de  b'^  ;  car  le  quarré  de  a  +  Z> , 
étant  a^-^zab-j-b^,  contient  en  outre  le  terme  +  2ab, 
qui  ne  se  trouve  pas  dans  l'expression  \/a^  4-  ^^* 

Soit  donc  le  trinôme 

afin  de  retrouver  dans  cette  expression  les  trois  parties 
qui  composent  le  quarré  d'un  binôme  ,  je  l'ordonne  par 
r-apport  à  l'une  de  ses  lettres  ,  à  la  lettre  a  ,  par  exem- 
ple ;  il  vient 

Alors ,  quelle  que  soit  la  racine  cherchée,  en  la  suppo- 
sant ordonnée  par  rapport  à  la  même  lettre  a  ,  le  quarré 
de  son  premier  terme  doit  nécessairement  former  le  pre- 
mier terme  iSa^cf  de  la  quantité  proposée;  le  double 
produit  du  premier  ternie  de  la  racine  par  le  second , 
doit  donner  le  second  terme  2j<a^Pc  de  la  quantité 
proposée  \  et  enfin  le  quarré  du  dernier  terme  de  la 
racine  doit  être  précisément  le  dernier  terme  gè^  de  la 
quantité  proposée.  D'après  ces  considérations,  l'opé- 
ration se  dispose  comme  on  le  voit  plus  loin  : 

M  4 
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i6fiV-{-24a^^3^  +  9è6   f  4û^c  + 3^3  racine 


J'extrais  d'abord  la  racine  quarrée  du  premier  terme 
i6a4c%  et  le  résultat  4a^c  (122)  est  le  premier  terme 
de  la  racme  qui  s'écrit  adroite,  sur  la  même  ligne  que 
la  quantité  proposée. 

Je  retranche  de  cette  quantité    le  quarré     iGa^c^ 
du  premier  terme  4a^c,  de  la  racine;  et  faisant  la  ré- 
duction, il  ne  reste  que  les  deux  termes  24a^Pc  +  ^b\ 

Le  terme  24a^Pc  étant  le  double  produit  du  premier 
terme  de  la  racine  4a^c ,  par  le  second  ,  j'obtiens  ce 
dermer  en  divisant  24a'Pc  par  8a^c;  double  de  4a'c 
et  qui  s'écrit  au-dessous  de  la  racine  ;  le  quotient  36^ 
est  le  second  terme  de  la  racine. 

La  racine  est  maintenant  déterminée  ,  mais  il  faut 
pour  qu'elle  soit  exacte ,  que  le  quarré  du  second  terme 
fasse  9^^  ou  bien  que  le  double  8û=^cdu  premier  terme 
de  la  racine,  augmenté  du  second  ob^ ,  et  multiplié  par 
le  second  ,  reproduise  les  deux  derniers  tennes  du 
quarré  (  91  )  ;  en  conséquence  ,  à  côté  de  Sa^c  j'écris 
-f  3^3 ,  je  multiplie  Sa^c  +  3b'  par  5b'-  ■  le  produit  étant 
retranché  des  deux  premiers  termes  de  la  quantité  pro- 
posée, il  ne  reste  rien,  et  j'en  conclus  que  cette  quan- 
tité est  le  quarré  de  4a^c  -f  3^^. 

Il  est  évident  que  les  mêmes  raisonnemens  et  les 
mêmes  procédés  peuvent  s'appliquer  à  toutes  les  quan- 
tités composées  de  trois  termes. 
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125.  Lorsque  la  quantité  dont  on  veut  extraire  la 
racine  a  plus  de  trois  termes ,  elle  n'est  plus  le  quarré 
d'un  binôme  ;  mais  en  la  supposant  celui  d'un  trinôme 
jn-^n-j-p ,  et  représentant  par  /  la  somme  m  -f-  /i 
de  ses  deux  premiers  termes  ,  ce  trinôme  se  chan-^ 
géant  en  /  -j-  p ,  son  quarré  devient 

où  le  quarré  /*  du  binôme  m  -\-  n  ,  étant  développé , 
produirait  les  termes  m^  -j-  2mn  -f-  n^-  Ainsi  ,  lors- 
qu'on aura  ordonné  la  quantité  proposée  ,  le  pre- 
mier terme  sera  évidemment  le  quarré  du  premier 
terme  de  la  racine  ,  et  le  second  renfermera  le 
double  produit  du  premier  terme  de  la  racine  par 
le  second  de  cette  racine  ;  on  aura  donc  ce  dernier  en 
divisant  le  second  terme  de  la  quantité  proposée,  par  le 
double  de  la  racine  du  premier.  Connaissant  alors  les 
deux  premiers  termes  de  la  racine  cherchée ,  on  com- 
plétera le  quarré  de  ces  deux  termes ,  représenté  ici 
par  /^ ,  et  le  retranchant  de  la  quantité  proposée ,  il 
restera 

2lp  -\-  p=  , 

quantité  qui  cofttient  le  double  produit  de  l ,  ou  du 
premier  binôme  m  -f-  7i,  par  le  reste  de  la  racine  ,  plus 
le  quarré  de  ce  reste  ,  et  fait  voir  qu'il  faut  opérer  avec 
ce  binôme  ,  comme  on  a  fait  avec  le  premier  terme  m , 
de  la  racine. 

Soit  pour  exemple  la  quantité 

je  l'ordonne  par  rapporta  la  lettre  a,  et  je. dispose 
l'opération  comme  précédemment. 
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2^ — ioaè-|-8 


6a4 


i^-'rest.— 4oa3Z»-f25a"Z>^— 8oaè^c4-64/>"c' 
-h64a^Z;c 
-f4oc^3— 25a^è^ 

2^  reste -fS4a^ôc— 8oaè=^c+64Z>^c^ 

— 64Q^^c+8oa^^c— •G4&^c'^ 

o  o  o 

Cela  fait ,  j'extrais  la  racine  quarrée  du  premier 
terme  i6a'^,  et  j'obtiens  4^^  pour  le  premier  terme  de 
la  racine  cherchée;  j'en  forme  le  quarré,  que  je  re- 
tranche de  la  quantité  proposée. 

Je  double  le  premier  terme  de  la  racine  ,  et  j'écris 
au-dessous  le  résultat  Sa^ ,  par  lequel  je  divise  le  terme 
—  4^^^^  qui  commence  le  premier  reste  ;  j'ai  —  oab 
pour  le  secondterme  de  la  racine;  je  l'écris  à  côté  de  8a% 
je  multiphe  le  tout  par  ce  second  terme ,  et  je  retranche 
le  résultat  du  reste,  sur  lequel  j'opère. 

De  cette  manière  j'ai  retranché  de  la  quantité  pro- 
posée le  quarré  du  binôme  4^^  —  5aè  ;  le  deuxième 
reste  ne  contenant  plus  que  le  double  produit  de  ce 
binôme  par  le  troisième  terme  de  la  racine  et  le  quarré 
de  ce  terme,  je  double  la  quantité  4^^  —  Sab ,  ce  qui 
donne 

8a^—  10  aè  , 

que  j'écris  au-dessous  de  8a^  —  5ab,  et  que  je  prends 
pour  diviseur  du  deuxième  reste  :  le  premier  terme  du 
quotient,  qui  est  Sbc  ,  est  le  troisième  de  la  racine. 

Je  l'écris  aussi  à  côté  de  Sa^  —  loab ,  et  je  multiplie 

le  tout  par  ce  terme  ;  je  retranche  les  produits  du  reste 

sur  lequel  j'opère ,  qui  se  trouve  entièrement  détruit  : 

la  quantité  proposée  est  donc  le  quarré  de 

4a'^5ab  +  Sbc. 
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Il  est  maintenant  aisé  d'étendre  aussi  loin  qu'on  voudra 
l'opération  ci-dessus  ,  qui  est  d'ailleurs  parfaitement 
semblable  à  celle  qui  a  été  indiquée  pour  les  nombres. 

De  la  formation  des  puissances  et  de  V extraction 
de    leurs  racines. 

12G.  L'opération  arithmétique  d'où  dépend  la  réso- 
lution des  équations  du  second  degré,  et  par  laquelle 
on  revient  du  quarré  à  la  quantité  qui  l'a  formé ,  ou 
à  la  racine  quarrée ,  n'est  qu'un  cas  particulier  d'une 
autre  plus  générale ,  servant  à  trouver  un  nombre  dont 
on  connaît  une  puissance  quelconque.  On  conçoit  que 
cette  opération  ,  qui  conduit  à  un  résultat  qu'on  dé- 
signe encore  par  le  mot  racine ,  mais  en  y  ajoutant 
l'indication  du  degré ,  étant  inverse  de  celle  qui  sert  à 
trouver  la  puissance  ,  ne  peut  être  déduite  que  de 
l'examen  des  circonstances  de  cette  dernière,  comme 
cela  arrive  pour  la  division  à  l'égard  de  la  multiplica- 
tion, avec  lesquelles  ce  sujet  a  d'ailleurs  des  rapports 
qu'on  apercevra  bientôt. 

C'est  par  la  multiplication  qu'on  parvient  aux  puis- 
sances des  nombres  entiers  (24),  et  il  est  visible  que  celles 
des  fractions  se  forment  en  élevant  leur  numérateur 
et  leur  dénominateur  à  la  puissance  proposée  (96). 

R.éciproquement  la  racine  d'une  fraction  s'obtient 
dans  quelque  degré  que  ce  soit  ,  en  prenant  celle  du 
numérateur  et  celle  du  dénominateur. 

L'usage  des  symboles  algébriques  étant  très-commode 
pour  exprimer  tout  ce  qui  tient  à  la  composition  et  à 
la  décomposition  des  quantités ,  on  procède  d'abord  à 
la  formation  des  puissances  des  expressions  algébriques  ; 
car  à  l'égard  de  celles  des  nombres,  ce  qu'on  a  dit,  n°24, 
«ulFit  pour  les  trouver. 
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Table  des  7  premières  puissances  des  nombres ,  depuis 
l  jusqu'à  9. 


6- 

7 

2 
4 

8 
16 

32 

64 

3 

9 

27 
81 

.43 

4 

16 

5 

25 

6 

7 

8 

j 

3Ô 

49 

64 

1 

64 

256 
1024 

125 

625 

3t25 
i5625 

216 

343 
2401 

5l2 

729 

,296 

4096 

656ii 

7776 

16807 

33768 

59049 

729 

4096 

[^m^^ 

117649 

262144 

2097152 

53i44i 

1 

128 

2187 

i6384 

78125 

279936 

823543 

47829^9. 

J'ai  principalement  rapporté  cette  table,  afin  de  mon- 
trer avec  quelle  rapidité  s'accroissent  les  puissances  des 
nombres,  à  mesure  qu'elles  deviennent  plus  élevées  , 
remarque  qui  est  très-importante  pour  la  suite.  On  voit 
en  effet  que  la  septième  puissance  de  s  est  déjà  128, 
et  que  celle  de  9  monte  à  47829G9. 

On  conçoit  facilement  par  là  que  les  puissances  d^s 
fractions  proprement  dites ,  décroissent  très-rapidement, 
puisque  les  puissances  du  dénominateur  deviennent  de 
plus  en  plus  grandes  par  rapport  à  celles  du  numérateur. 

La  septième  puissance  de  - ,  par  exemple ,  serait  — ^  , 

et  celle  de  -  serait  seulement 
9 

1 


4782969 


D'A   L    G    E    B   R   E.  189 

12-T.  Il  suit  de  ce  que  dans  un  produit  ,  cliaque 
lettre  a  pour  exposant  la  somme  des  exposans  qu'elle  a 
dans  chacun  des  facterrs  (26) ,  que  la  puissance  d'une 
quantité  monôme  se  foime  en  multipliant  l'exposant 
de  chaque  facteur  par  V exposant  de  cette  puissance^ 

Lati-oisième  puissance  de  a'^b^Cj  par  exemple,  s'ob- 
tiendra en  multipliant  les  exposans  2,  3  et  1 ,  des  lettres 
Qy  b^  c ,  par  3,  exposant  de  la  puissance  demandée  :  on 
aura  a^  b^  c^  \  et  en  effet,  cette  puissance  revient  à 

û^Z;3  cy^a'b^cX.aH^  c=  a^-^^^.s  ^i..3^ 

Si  la  quantité  proposée  avait  un  coefficient  numérique, 
il  faudrait  élever  aussi  ce  coefficient  à  la  puissance  pro- 
posée ;  ainsi  la  quatrième  puissance  de  3  a  Z>^  c^  est 

81  a+è^c*^, 
parce  que  celle  de  3  est  81. 

128.  A  l'égard  des  signes  qui  peu  vent  affecter  les  quan- 
tités monômes,  il  faut  observer  que  toutes  les  puissances 
dont  r  exposant  est  pair  y  ont  le  signe -\- y  et  que  celles  dont 
V exposant  est  impair ,  ont  le  même  signe  que  la  quan- 
tité  qui  les  a  formées. 

En  effet,  les  puissances  d'un  degré  pair  résultent  de  la 
multiplication  d'un  nombre  pair  de  facteurs;  et  les  signes 
—  combinés  2  à  2 ,  dans  la  multiplication ,  donnent  tou- 
jours au  produit  le  signe  -f-  (3i).  Au  contraire,  si  le 
nombre  des  facteurs  est  impair,  le  produit  auraîe  signe  — 
quand  les  facteurs  en  seront  affectés ,  puisqu'il  résultera 
du  produit  d'un  nombre  pair  de  facteurs,  et  par  consé- 
quent positif,  multiplié  par  un  facteur  négatif. 

129.  Pour  revenir  de  la  puissance  à  la  quantité  qui 
l'a  formée,  ou  à  sa  racine  ,  il  n'y  a  qu'à  renverser  les 
règles  données  ci-dessus  -,  c'est-à-dire  ,  diviser  l'expo- 
sant de  chaque  lettre  par  celui  quimarque  le  degré  de  la 
racine  qu'on  veut  extraire. 
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On  trouverade  cette  manière  la.  racine  cubique,  ou  du 
troisième  degré ,  de  l'expression  a^  Z>9  c^,  en  divisant  par 
3 les  exposans  6,  9  et  5,  ce  qui  donnera 

a"  P  c. 

Lorsque  l'expression  proposée  a  un  coefficient  numé- 
rique ,  il  faut  en  prendre  aussi  la  racine,  pour  former  le 
coefficient  de  la  quantité  littérale  qu'on  obtient  par  la 
règle  précédente. 

Si  l'on  demandait ,  par  exemple ,  la  racine  quatrième 
de«8i  a^b^  c",  on  verrait  par  la  table  du  n°  126 ,  que  8i 
est  la  quatrième  puissance  de  0  ;  et  divisant  par  4  les 
exposans  des  lettres,  on  aurait  pour  résultat 

5ab^c^. 

Dans  les  cas  où  la  racine  du  coefficient  numérique  ne 
peut  se  trouver  par  la  table  citée,  on  l'extrait  par  les 
méthodes  que  je  donnerai  ci-après. 

i3o.  Il  est  évident  que  l'exti^action  des  racines  ne  peut 
s'effectuer  sur  la  partie  littérale  des  monômes,  qu'autant 
que  chacun  des  exposans  est  divisible  par  celui  de  la  ra- 
cine; dans  le  cas  contraire,  on  ne  peut  qu'indiquer  l'opé- 
ration arithmétique  qu'il  faudra  faire ,  lorsqu'on  substi- 
tuera des  nombres  aux  letti'es. 

On  se  sert  encore  pour  cela  du  signe  {/  ;  mais  pour 
désigner  le  degré  de  la  racine,  on  met  l'exposant  comme 
on  le  voit  ci-dessous ,  dans  les  expressions 

3  5  

V^  G,  \/  aS 

dont  la  première  représente  la  racine  cubique  ,  ou  du 
troisième  degré  ,  de  a,  et  la  seconde  la  racine  cinquième 
de  a^ 

Les  expressions  affectées  du  signe  i^  ,  de  quelque 
degré  qu'il  soit ,  peuvent  souvent  se  simplifier  en  faisant 


D  A    L    G   E    B   R   E.  I9I 

ftttention  que,  d'après  le  n°  127,  une  puissance  quel- 
conque d'un  produit  est  formée  du  produit  de  la  même 
puissance  de  chacun  des  facteurs,  et  que,  par  conséquent, 
la  racine  quelconque  d'un  produit  est  formée  du  produit 
des  racines  de  même  dep'é  de  chacun  de  ses  facteurs.  Il 
resuite  de  ce  dernier  principe ,  que  si  la  quantité  sou- 
mise au  radical  a  des  facteurs  qui  soient  des  puissances 
exactes  du  même  degré  que  le  radical  ^  on  poun'a  prendre 
séparément  les  racines  de  ces  facteurs  ,  et  multiplier  leur 
produit  parla  racine  indiquée  des  autres  facteurs , 
Soit,  par  exemple, 

5      

On  voit  que 

96=:32X  3  =  25.3, 

que  a^       est  la  cinquième  puissance  de  û  , 

que  b^=:zb^.b'', 

que  c"rrrc*°.c; 

on  a  par  conséquent 

96  a^  b7c''=z  2^  flS  1,5  ^10  X  3  5=^  c. 

Le  premier  facteur  ayant  pour  racine  cinquième  la 
quantité  2ab  c^,,  il  vient 

5  « 

y^Ga^  b7  c^'^zabc"  \/ 5  b""  c, 

i3i.  Toute  puissance  paire  devant  avoir  le  signe  -f- 
(1 28) ,  aucune  quantité  affectée  du  signe — ne  peut  être 
-une  puissance  de  degré  pair,  et  n'a  point  de  racine  de  ce 
degré.  Il  suit  de  là,  que  tout  radical  d'un  degré  pair , 
comprenant  une  quantité  négative,  est  une  expression 
imaginaire  : 

A.  5  S   

^ont  des  expressions  imaginaires. 
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On  ne  peut  par  conséquent  assigner,  soit  exactement , 
soit  par  approximation,  pour  les  degrés  dont  l'expo- 
sant est  pair ,  que  les  racines  des  quantités  positives  ; 
et  ces  racines  peuvent  être  affectées  'indifféremment  du 
signe  -f-  oudu  signe — ,  parce  que  dansl'un  et  l'autre  cas 
elles  reproduisent  également  la  quantité  proposée  avec 
le  signe  -f-^  et  qu'on  ignore  auquel  des  deux  elles  appar- 
tiennent. 

Il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  degrés  impairs,  dans 
lesquels  les  puissances  ont  le  même  signe  que  leurs  ra- 
cines (iâ8)  :  on  doit  donner  aux  racines  de  ces  degrés 
le  signe  dont  la  puissance  est  affectée  ;  et  il  n'y  a  point 
d'imaginaires  dans  ce  cas. 

i32.  Il  esta  propos  d'obser/erque  l'application  de  la 
règle  donnée  n°  129^  pour  l'extraction  des  racines  des 
monômes,  par  les  exposans  de  leurs  facteurs,  conduit  na- 
turellement à  indiquer  ,  par  des  signes  plus  commodes 
pour  le  calcul  que  le  signe  ^Z",  les  racines  qui  ne  peuvent 
s'obtenir  algébriquement. 

Lorsqu'on  demande,  par  exemple ,  la  racine  troisième 
de  a^j  il  faut,  suivant  la  règle  citée , .divis£r  l'exposant  5 
par  3  -,  mais  la  division  ne  pouvant  s'effectuer ,  conduit 
au  nombre  fractionnaire  ~  )  et  la  forme  que  prend  alors 
l'exposant  dû-résultat  indique  que  l'extraction  n'est  pas 
possible  dans  l'état  actuel  de  la  quantité  proposée  :  on 
doit  donc  regarder  les  deux  expressions 

3  »_ 

\/a*         et  a' 


comme  équivalentes. 

La  dernière  a  néan 

de  conduire  tout  de 

3  

quantité  \/  a^  est  susceptible  ;  car  si  on  extrait  l'entier 


La  dernière  a  néanmoins  sur  la  première  l'avantage 
de  conduire  tout  de  suite  à   la  simplification  dont  la 
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c:)ntenu  dans  la  fraction  y,   on  aura  i  -f-^, 

et  par 

conséquent 

d'où  on  voit  que  la  quantité  a"  est  composée  de  deux  fac- 
teurs, dont  le  premier  est  rationnel,  et  l'autre  revient  à 

3  __ 
On  conclurait  la  même  chose  de  l'expression  \/a^, 
au  moyen  du  n=*  i3o,  mais  l'exposant  fractionnaire  y 
mène  immédiatement  :  on  aura  d'ailleurs  occasion  de  re- 
conuaitre  dans  d'autres  opérations  les  avantages  des  ex- 
posans  fractionnaires. 

Pour  le  moment,  il  sulTit  d'observer  que  la  divisioa 
des  exposans,  dans  le  cas  où  elle  peut  s'effectuer,  ré- 
pondant à  l'extraction  des  racines ,  on  doit ,  lorsqu'elle 
est  indiquée,  la  regarder  comme  le  symbole  de  la  même 
opération,  et  en  conclure  que  les  expressions 

n  m 

\/â^       et       a^ 
sont  équivalentes. 

Voilà  encore  les  conventions  établies  sur  la  manier© 
d'exprimer  les  puissances,  qui  conduisent  par  analogie 
et  par  extension ,  à  des  sj-mboles  particuliers  ,  comme 
dans  le  n°  37,  on  est  parvenu  à  l'expression  a^=ri. 

i33.  Je  remarque  à  cette  occasion  que  la  règle  des 
exposans,  relative  à  la  division  (36)  étant  appliquée  con-' 
fermement  à  celle  des  signes,  relative  à  la  soustrac- 
tion (20)  ,  mène  aussi  à  des  expressions  nouvelles  ,  pon? 
une  certaine  classe  de  fractions. 

En  effet,  on  a  par  ces  règles 
Elém .  d'Jlgè bre.  n^  édition  i\ 
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mais  si  l'exposant  n  du  dénominateur  surpasse  l'exposant 
777  du  numérateur ,  l'exposant  de  la  lettre  a  dans  le  se- 
cond membre  sera  négatif. 

Sij  par  exemple  ,  m  =  2 ,  ??  :=3 ,  on  aura 


a' 

7^' 


mais  d'ailleurs,  en  simplifiant  la  fraction  —,  on  trouve  -  : 
les   expressions 

-       et       a-^ 

a 

sont  donc  équivalentes.  ^ 

En  général  j  on  a  par  la  règle  des  exposans  , 

— -r-=  a '""'"""  =  a-". 


et  d'ailleurs 


a"^    1 

-,7n-^-n  n  ti  * 


il  résulte  de  là,  que  les  expressions 


-,       et 


sont  équivalentes. 

En  effet,  le  signe  —  qui  précède  l'exposant  n  étant 
pris  dans  le  sens  du  n°62,  montre  que  l'exposant  pro- 
posé vient  d'une  fraction  dont  le  dénominateur  contient 
n  facteurs  a  de  plus  que  le  numérateur,  ce  qui  est  bien 

- — ;  on  peutdonc,lorsqu'onrencon1re l'une  quelconque 

de  ces  expressions,  y  substituer  l'autre. 


D'après  cette  observation,  la  quantité r^  considérée 


comme 


c^è^X-^X   ' 


d?* 


peut  être  mise  sous  la  forme 

c'est-à-dire,  qu'on  peut  faire  passer  au  numérateur  tous 
les  facteurs  du  dénominateur,  en  affectant  leurs  exposans 
du  signe  — . 

Réciproquement,  lorsqu'une  quantité  renferme  des 
dacteurs  affectes  d' exposans  négatifs  ,  on  les  met  au  dé- 
nominateur ,  en  donnant  le  signe  -f-  à  leurs  exposans  ; 
c'est  ainsi  que  la  quantité 


redevient 


a^b'^  c-^d-\ 
a''  b'^ 


c^  d^' 

De  laformation  des  puissances  des  quantités  complexes, 

134.  Je  commencerai  par  observ^er  que  les  puissances 
des  quantités  complexes  s'indiquent  en  enveloppant  ces 
quantités  d'une  parenthèse,  qu'on  affecte  de  l'exposant 
de  la  puissance.  L'expression 

(^4a'--'2.ab  -f  5Z»^)3^ 

par  exemple,  désigne  la  troisième  puissance  de  laquan-. 
tité  4a^  — 2  fz^-f- 5  Z>^  On  marquerait  encore  cette 
puissance  comme  ci-dessous 


l35.  Les  quantités  binômes  sont  les  plus  simples  après 
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les  monômes  ;  cependant ,  si  l'on  en  voulait  former  les 

puissances  par  des  multiplications  successives,  on  ne  par- 
viendrait de  cette  manière  qu'à  des  résultats  particuliers 
pour  chaque  puissance,  comme  le  sont  pour  la  deuxième 
et  la  troisième,  ceux  que  j'ai  fait  remarquer  dans  le  nu- 
méro 34  •  on  formerait  cette  table  : 

(_x+ay  =  x^'  +  2  a  x  -f  G* 

(x-f-G)3  =  j:^  4-  3  a  x=^  -f  3  a*  a;   +  g^ 

etc. 

mais  on  ne  saisirait  pas  facilement  la  loi  des  coefîiciens 
numériques  de  ces  résultats.  En  réfléchissant  au  procédi 
de  la  multiplication,  on  reconnaîtra  que  les  coefîiciens 
numériques  naissent  des  réductions  qu'entraîne  l'égalité 
des  facteurs  qui  forment  une  puissance,  et  qu'en  empê- 
chant ces  réductions,  on  rendra  la  composition  des  pro- 
duits plus  évidente. 

Pour  produire  ces  elTets,  il  suffit  de  donner  à  tous  les 
binômes  qu'on  multiplie ,  des  seconds  termes  différens  , 
de  prendre ,  par  exemple , 

x-^a,     x-^by     ^-fc,     x-^dy     etc. 
En  effectuant  les  multiplications  que  je  vais  indiquer, 
et  en  plaçant  dans  une  même  colonne  les  termes  affectés 
d'une  même  puissance  dex,  il  est  aisé  de  trouver  qu& 
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•^bx^~\-acx 
-i-cx^-{-bcx 

(r-f  fl)  (x4-5)  (  r+0  (x-}-(r)~x'^-j-ax'^-\-abx^'\-abcx+ahcd 

'-\-bx'^^acx^-{-abdx 

•^cx^-}-adx^-j-acdx 

•^dx^-^-bcx^-^-bcdx 

-i-bdx^ 

'}-cdx'' 

Sans  pousser  plus  loin  ces  produits,  on  peut  déjà  recon- 
naître la  loi  de  leur  formation. 

En  concevant  que  tous  les  termes  affectés  de  la  même 
puissance  de  x ,  et  placés  dans  la  même  colonne ,  n'en 
forment  qu'un  seul,  comme,  par  exemple , 

cx^-f  Z»jc3+ex3-|-c/x^  =  (a-f-3-f-c-f-J)  x^, 
et  ainsi  des  autres  , 

1°.  On  trouve  dans  chaque  produit  un  terme  de  plus 
qu'il  n'y  a  d'unités  dans  le  nombre  de  ses  facteurs .' 

2.°.  L'exposant  de  x  dans  le  premier  terme  est  le  même 
que  le  nombre  des  facteurs,  et  va  en  diminuant  deV  unité, 
d'un  teime  au  suivant  : 

3".  La  plus  haute  puissance  de  x  n'a  pour  coefficient 
que  l'unité;  celle  qui  la  suit,  ou  qui  a  une  unité  de  moins 
dans  son  exposant,  est  multipliée  par  la  somme  des  se- 
conds termes  des  binômes  ;  celle  qui  a  deux  unités  de 
moins  dans  son  exposant ,  l'est  par  la  somme  des  divers 
produits  qu'on  obtient  en  multipliant ,  deux  à  deux  ,  les 
seconds  termes  des  binômes;  celle  qui  a  trois  unités  de 
moins  dans  son  exposant ,  Vest  par  la  somme  des  divers 
produits  qu'on  obtient  en  multipliant ,  trois  à  trois ,  les 

N  3 
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seconds  termes  des  binômes ,  jt  ainsi  de  suite  ;  eiifin,  dans 
le  dernier  terme ,  l'exposant  de  x,  étant  censé  égala 
zéro  (5j) ,  se  trouve  composé  du  premier,  diminué  d'au- 
tant d'unités  quily  en  a  dans  le  nombre  des  facteurs,  et 
ce  terme  contient  le  produit  de  tous  les  seconds  termes 
des  binômes. 

Il  est  facile  de  voir  que  la  forme  de  ces  produits  doit 
rester  soumise  aux  mêmes  lois,  quel  que  soit  le  nombre 
de  facteurs  ;  cependant  on  peut  encore  en  avoir  une 
preuve  autre  que  l'analogie. 

i36.  Il  est  d'abord  évident  que  tout  produit  de  cette 
espèce  doit  contenir  les  puissances  successives  de  x  ,  de- 
puis celle  dont  l'exposant  est  égal  au  nombre  des  facteurs 
qu'on  a  multipliés ,  iusqu'à  celle  dont  l'exposant  estzéro» 
Pour  désigner  généralement  le  résultat,  on  exprimera  ce 
nombre  par  la  lettre  m  ;  les  puissances  successives  de  x 
seront  indiquées  par 

a;"%   ^m-i^  x'"-*,  etc. 

on  mettra  les  lettres  A,  B ,  C , F, 

pour  les  quantités  qui  doivent  les  multiplier,  à  partir  de 
rr'"""^  ;  mais  le  nombre  des  termes  qui  dépend  des  valeurs 
particulières  données  à  l'exposant,  demeurant  indéter- 
miné ,  tant  que  cet  exposant  n'est  point  fixé ,  on  ne  peut 
écrii^e  que  les  premiers  et  les  derniers  termes  de  l'expres- 
sion ,  et  on  indique  par  une  suite  de  points  les  termes  in- 
termédiaires qui  sont  sous-entendus. 

C'est  ainsi  que  la  formule 

x"^  H-  Ax"^-'  -{-Bx'^-^-r  Cx^-^ -f-  F, 

représente  le  produit  d'un  nombre  quelconque  771  de  fac-* 
teurs ,x-^a,  x  -{-b  ,x-i-c ,  X'\-d ,  etc. 

Si  on  le  multiplie  par  un  nouveau  facteur  a:  -f-  /,  il 
viendra 

^rn-»-i  _^  ^  ;;c"^  4-  B  x"^-^  -4-  Cx"^-"- \ 

4-    lx^^lAx'^"'-\-lBx'^r^.,,,+lYl" 
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Il  est  évident ,  1^.  qiiesi  -^  est  la  somme  des  m  second* 
termes  a,  6,  c,  J,  etc.  A  -\- l  sera  celle  des  zn  -\-  1  seconds 
termes  a,  b^  c,  d,etc.  /,  et  que  parconséqueut  lacompo- 
sition  assignée  à  ce  coefficient  sera  vraie  pour  le  produit 
du  degré  m -f-  1 ,  si  elle  est  vraie  pour  celui  du  degré  711, 

2°.  Si  B  est  la  somme  des  produits  des  m  quantités 
a,  b\  Cy  dj  etc.  prises  deux  à  deux,  ^ -f-^-^;  exprimera 
celle  des  produits  de  7rt -f"  1  quantités  a,  by  c,  d,  etc.  /, 
prises  aussi  deux  à  deux  ;  car  A  étant  la  somme  des  pre- 
mières ,  LI  sera  celle  de  leurs  produits  par  la  nouvelle 
quantité  introduite  /  ;  donc  la  composition  assignée  sera 
vraie  pour  le  degré  m  +  1 ,  si  elle  l'est  pour  le  degré  m. 

5°.  Si  C  est  la  somme  des  produits  des  m  quantités 
a,  b,  c,  dy  etc.  prises  trois  à  trois,  C  -f-  IB  sera  celle 
des  produits  des  771  -f-  1  quantités  a,  b,  c,  c/,  etc.  /,  prises 
aussi  ti'ois  à  trois,  puisque  /  B  ,  d'après  ce  qui  précède  , 
exprimera  la  somme  des  produits  des  premières  prises 
deux  à  deux  ,  multipliés  par  la  nouvelle  quantité  intro- 
duite /:  donc  la  composition  assignée  sera  vraie  pour  Is 
degré  m  -j-  1  ,  si  elle  a  lieu  pour  le  degré  m. 

On  voit  que  cette  manière  de  raisonner  s'étend  à  tous 
les  termes ,  et  que  le  dernier  /  Y  sera  le  produit  des 
77i  -f*  1  seconds  termes. 

Les  remarques  énoncées  dans  le  numéro  i35,  étant 
vraies  pour  le  quatrième  degré,  par  exemple ,  le  seront, 
éuivant  ce  qu'on  vient  de  voir  ,  pour  le  cinquième,  pour 
le  dixième  ;  et  en  s'élevant  ainsi  de  degré  en  degré,  elles 
seront  prouvées  en  général. 

Il  suit  de  là  que  le  produit  d'un  nombre  quelconque 
7/1  de  facteurs  binômes  jc  -\-ajX'\-byX-\'CyX'^dy  etc. 
étant  représenté  par 

x^'\-A  x'"-^  -f  B  x'"-^  +  C  x'"-^  j.  etc. 
y/seratoujoursla somme  des  m  lettresa^  è,  c,  etc.  .Scelle 

N  4 
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des  produits  de  ces  quantités  prises  deux  à  deux,  C  celle 

des  produitsde  ces  quantités  prises  trois  à  trois ,  et  ainsi 
de  suite. 

Pour  embrasser  la  loi  de  cette  expression  dans  un  seul 
terme,) 'en  considérerai  un  placé  dans  un  ran  g  indéterminé, 
et  que,  pour  cette  raison,  je  représenterai  par  A"a;'"~". 

Ce  terme  sera  le  second,  si  l'on  fait  n=:  i ,  le  troi- 
sième, si  l'on  fait  7i=2,  le  onzième,  sil'on  fait  7i  =  lo,  etc. 
Dans  le  premier  cas ,  la  lettre  N  sera  la  somme  des .  Jiv 
lettres  a,  b,  c,  etc.  ;  dans  le  second  ,  celle  de  leurs  pro- 
duits deux  à  deux  ;  dans  le  troisième ,  celle  de  leurs  pro- 
duits dix  à  dix  -,  et  en  général  celle  de  leurs  produits  n  à  /i,. 

137.  Pour  changer  les  produits 

{  X  -^  a)  {x  -{'  b)  (^x  -\~  c)  (a:-j-c?),  etc. 
^ans  les  puissances  de  x  -j-a  ^  savoir  en 

{x-^ay,  etc. 

il  suffit  de  faire  dans  les  développemens  de  ces  produits,' 

a^=^b  y  a^=:b=c , 

a^=b=2cz=cly        etc. 

Toutes  les  quantités  qui  multiplient  une  même  puissance 
de  x,  deviendront  alors  égales  entr'elles  :  ainsi  le  coef- 
ficient du  second  terme  ,  qui,  dans  le  produit 

{^x-\-a)  {x-\-b)  {x'{-c)  {x-{-d)esta-\-b-\-c-{-d, 
se  changera  en  ^a  ;  celui  du  troisième  ternie  dans  le 
même  produit,   étant 

ab-{'ac-i-ad-j-bc'\-bcî-}'cd, 

deviendra  Qa^  ;  et  de  là  il  est  aisé  d'apercevoir  que  les 
toefficiens  des  diverses  puissances  de  x,  se  changeront 
€îi  une  ceule  puissance  de  a,  répétée  autant  de  fois  qu'ils 
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ont  de  termes,  et  marquée  parle  nombre  de  facteurs  que 
contiennent  ces  ternies.  Ainsi ,  le  coefilcient  A^qui  multi- 
plie la  puissance  x'"~",  dans  le  développement  général, 
sera  la  puissance  ndea,  ou  a*,  répétée  autant  de  fois  qu'on 
peut  former  de  produits  différens  en  prenant  de  toutes  les 
manières  possibles  un  nombre  n  de  lettres  sur  un  nombre  77i; 
c'est  donc  à  la  recherche  du  nombre  de  ces  produits  qu'est 
ramenée  celle  du  coefficient  du  terme  affecté  de  x"^-". 

i38.  Pour  parvenir  à  découvrir  le  nombre  dont  il  s'a- 
git, il  faut  d'abord  distinguer  les  arrangemens  ou  per- 
mutations y  des  produits  ou  comèmaz.so775.  Deux  lettres, 
aetby  ne  donnent  qu'un  produit,  mais  sont  susceptibles 
de  deux  arrangemen,s,  au  et  b  a;  trois  lettres  ^  abc,  qui 
ne  donnent  qu'un  produit ,  sont  susceptibles  de  six  ar- 
rangemens (88;  ,  et  ainsi  de  suite. 

Afin  de  fixer  les  idées,  je  suppose  qu'il  y  ait  en  tout 
9  lettres, 

a,  b,  c,  d,  e,/,  g,  h,  i, 

et  qu'il  soit  question  de  les  arranger  7  à  7  ;  il  est  évident 
qu'en  choisissant  comme  on  voudra  un  arrangement  d« 
six  de  ces  lettres  ,  a  b  cd  ef,  par  exemple,  on  pourra  y 
joindre  successivement  chacune  des  trois  lettres  restantes 
g,  /i  et  i,  et  on  aura  de  cette  manière  trois  arrangemens 
de  7  lettres ,  savoir  : 

abcdefg,  abcdefh,  abc  défi. 
Ce  qu'on  vient  de  dire  sur  un  arrangement  particulier 
de  six  lettres,  conviendra  également  à  tous  -,  et  on  en  doit 
conclure  que  chaque  arrangement  de  six  lettres  en  don- 
nera trois  de  sept  lettres,  c'est-à-dire,  autant  qu'il  reste  de 
lettres  qui  n'y  sont  pas  employées.  Donc,  si  le  nombre  des 
^nangemensde  six  lettres  est  représenté  par  P ,  on  aura 
celui  des  aiTangemens  deseptletti'es  en  multipliant  P  par 
3  ou  o — G.  Renip%ant  les  nombres  9  et  7  par  m  et  par  n ., 
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et  regardant  P  comme  le  nombre  des  arrangemens  dont 
sont  susceptibles  m  lettres  prises  en  nombre  n  —  i ,  le  rai- 
sonnement ne  changera  pas,  et  on  aura  encore  pour  le 
nombre  des  arrangemens  composés  de  n  lettres  , 

P  {m — (71  —  i)),       ou       P  {m — 71-f-i)- 
Cette  formule  renferme  implicitement  tous  les  cas  par- 
ticuliers. Pbur  en  déduire,  par  exemple,  le  nombre  d' ar- 
rangemens de  m  lettres  prises  deux  à  deux,  onfera/im  2, 
ce  qui  donnera 

n —  1  =  1, 
et  on  aura 

P  =  m\ 

car  P  égalera  alors  le  nombre  de  lettres  prises  une  à  une  : 
il  résultera  donc  de  là 

771(771 — 2-I-1)       ou       771(771 — 1). 
Posant   ensuite 

P=77l(77l—    1)  et  7|==5, 

on  trouvera  pour  le  nombre  d'arrangemens  dont  sont  sus- 
ceptibles m  lettres  prises  3  à  3, 

m  {m  —  1  )  (tti  —  3-4-1)  =771  ( 771 — 1)  (771  —  2), 
En  faisant 

Pz=z  m  (^771  —  i)(7ri  —  2)   etn.=:4» 
on  obtiendra 

m  (m  —  1)  (771  —  2)   (77Z.  —  3) 

pour  le  nombre  des  arrangemens  4 '^4-  ^^  calculera  donc 
ainsi  de  proche  en  proche  les  expressions  du  nombre  d'ai- 
rangemens  formés  d'autant  de  lettres  qu'on  voudra  (*J. 
iSg.  Pour  passer  maintenant  du  nombre  des  arran- 


(*)  Dans  ces  anangemens ,  on  exclut  les  répétitions  de  fa  même 
lettre,   parce  que  la  recherche  qui  nous  occupe  u"'ea  admet  pointj 
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gemens  de  n   lettres,  à  celui    des  produits  différens, 
il  faut   connaître   le   nombre  d'aiTangemens   dont  un 
l  même  produit  est   susceptible.  Pour  cela ,   on  obser- 
I  vera    que  si  dans  l'un  quelconque  de  ces  arrangemens , 
I  on  fixe  une  des  lettres  à  la  première  place ,  on  pourra 
faire  entre  toutes  les  auti^es  autant  de  permutations  que 
le  comporte  un  produit  de  n —  i  lettres.  Je  prends  pour 
exemple  le  produit  ab  c  d  ef^,  composé  de  7  lettres;  on 
pLut,  en  laissant  a  à  la  première  place  ,  écrire  ce  pro- 
duit d'autant  de  manières  que  le  produit  de  six  letti-es , 
b  c  defg,  admet  d'arrangemens  ;  mais  chaque  lettre  du 
produit  proposé  peut  être  première  à  son  tour  :  ainsi , 
nommant  Q  le  nombre  d'aiTangemens  dont  est  suscep- 
tible un  produit  de  6  lettres ,  on  aura  Q  X7  pour  celui 
de<  aiTangemensd'un  produit  composé  de  7  lettres.  Il  suit 
de  la.  que  si  Q  désigne  le  nombre  d'ari'angemensque  peut 
fournir  un  produit  de  n  —  1  lettres ,  Qn  exprimera  le 
nombre d'arrangemens  d'un  produit  de  n  lettres. 

Tous  les  cas  particuliers  se  déduisent  sans  peine  de 
cette  formule  ;  car  en  faisant /i=  2,  et  en  observant  que 
lorsqu'iln'y  a  qu'une  seule  lettre,  Ç)=i,  il  vient  1X2=3 
pour  le  nombre  des  arrangemens  d'un  produit  de  deux 
lettres  ;  prenant  ensuite  ^  =:  1  X  2  et  /i  =  3,  on  aura 


mais  la  théorie  des  permutations  et  des  combinaisons,  servant  de 
base  au  calcul  des  probabilités,  présente  des  questions  ou  cette  cir- 
constance peut  avoir  lieu.  Pour  en  calculer  TefFct,  dans  l'exemple 
dont  je  me  suis  servi,  il  suffira  d'observer  qu'on  peut  écrire  iu 
difFcremmcnt  chacune  des  g  lettres  a,  ^,  c,  d,  e,  f,  g,  h,  i,  à 
la  suite  du  produit  de  6  lettres  g  b  c  d  e  f.  En  nommant  donc  P  le 
nombre  d'arrangemens  de  cette  espèce,  on  aura  P  X9  pour  le  nombre 
d'arranîîemens  de  7  lettres.  Parla  même  raison,  si  P  désigne  le  nombre 
d'arrangemens  de  m  lettres  prises  n — i  à  «—  i  ,  celui  des  arrange- 
mens /z  à  /i  sera  Pni. 

Cela  posé ,  le  nombre  d'arrangemens  de  m  lettres  prises  i  h  i  étant 
évidemment  m,  celui  des  arrangemens 2  'i  2  sera  m  X  "*  j  ou  m'  •  ce- 
lui des  arrangemens  3  à  3  senx  my^ni^ni ,  ou  ni^j  et  caûn/»'»  expii- 
Uicra  le  nombre  d'arran^emeas  nhn. 
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iX2X3=6pour  le  nombre  d'arrangemensd'un  produit- 
de  trois  lettres-;  faisant  encore  Q  =  i  X  2  X  3  et  7i  =  4» 
il  enrésultera  iX'2X3x4>ou  24  arrange  m  en  s  possibles 
dans  un  produit  de  4  lettres ,  et  ainsi  de  suite. 

140.  Ce  qui  précède  étant  bien  compris,  il  est  facile 
de  voir  qu'en  divisant  le  nombre  total  des  arrangemens 
de  n  lettres ,  fourni  par  les  m  lettres  proposées ,  par  le 
nombre  des  arrangemens  dont  un  même  produit  est  sus- 
ceptible, on  aura  pour  quotient  le  nombre  des  produits 
diffcTens  qu'on  peut  faire  en  prenant  de  toutes  les  ma- 
nières possibles  n  facteurs  parmi  ces  m  lettres.  Ce  nombre 

sera  donc  exprime  par  -— ^ — — ("^)  ;  et  a  après  ce 

qu'on  a  vu  n°  1^7,  ^  ^"^7)  T  "''"  ^  "^  c"a:«-"serale terme 
affecté  de  a:"*""  dans  le  développement  de  (x-f-o)"*. 

Il  est  évident  que  le  terme  qui  précède  celui-ci  sera 

P  1 

exprimép'ar  — û""^'*"'''"^' ;  car  en  remontant  vers  le 

premier  terme  ,  l'exposant  de  x  augmente  d'une  unité  , 
et  celui  de  a  diminue  d'autant;  de  plus ,  P  et  Q  sont  las 
quantités  relatives  au  nombre  n  —  1 . 


(*)  Il  €St  h  propos  de  remarcpier  qii'en  y  faisant  snccessivemcn;;. 
n  =  2f         /z  =  3,         n  =  4j  etc. 

îa  formule  — — — — ■_ devient 

jn  (m  —  i)     m  (m—i)   (m-r-o.)     m  («a— l)  {m—l)  (/ra— 3) 

i^ i      ■ — , 5 — ; ,  eèC» 

1.2  '  1.2.3  '  1.2.3.^ 

nombres  qni  expriment  respectivement  combien  on  peut  faire  de  cona- 
binaisons  avec  un  nombre  quelconq^ue  m  de  choses ,  en  les  prcnaul 
deux  a  deux ,  ou  trois  a  trois,  ou  quatre  à  quatre j  etc. 


ti 


ïï^ 


d'algèbre.  ào5 

p 
i^\.  Si  on  fait  —-  =  3/,  les  deux  termes  consécutifs 

.indiqués  ci-dessus ,  deviendront 


MaJ"-^  ;t;m-n-»-i  g|.  3/ iJZî: ^  ■'    "^  ^  û" x'"-» 


résultats  qui  montrent  comment  chaque  terme  du  déve- 
loppement de  (  oC  +  a  )'"  se  forme  de  celui  qui  le  précède. 
,  En  partant  du  premier  terme  ,  qui  est  x'"  ,  oa 
arrive  au  second  ,  en  faisant  /i  =  i  :  on  a  iJ/  =  i  , 
puisque  x'"  n'a  pour  coefficient  que  l'unité  ;  et  il  en 

resuite  ax^     ,  ou  —  ax'"~'\   Pour  passer  au 

troisième  terme ,  on  fait  iW=:  —  et  71=2,  ce  qui  donne 

m  (m — 1)    o    «    •   -r  'A  j  T    •  t 

— ^ or  x""—*.  Le  quatrième  s  obtient  par  la  sup- 

,    ,-.      m  Cm  —  1  )  _  .  1  .    > 

position  de  i«  =  — ^ et  n  =  o  ,  qui  conduit  a 

m(m— 1)  Cm — 2)    -,        ,  .     .  ,        . 

— ^ ^^ = —  û-^x^""^,  et  ainsi  de  smte.  ce  mu 

1.2.3  '  1 

produit  la  formule 

(x4-a)'"=:x"î-4 ax'"-~'4 !:^ ^û^x*"""* 

^  '  1  '1.2 

H ^^- ^-^ ;r— ^  a^  ^m-3  _^  etc. 


que  l'on  peut  convertir  dans  cette  règle  : 

Pour  passer  d'un  terme  à  celui  qui  le  suit ,  multipliez 
Je  coefficient  numérique  par  l'exposant  de  x  dans  le  pre- 
mier ;  divisez  par  le  nombre  cfui  marque  le  rang  de  ce 
■  'erme ,  augmentez  de  l'unité  l'exposant  de  a.  et  diminuez 
pareillement  celui  de  x. 

Quoiqu'on  ne  puisie  fixer  le  nombre  des  termes  de 
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cette  formule  qu'en  assignant  une  valeur  particulière  à 
irij  il  ne  doit  cependant  rester  maintenant  aucun  doute 
sur  la  loi  que  suivent  les  termes  de  la  formule ,  quel- 
qu'éloignés  qu'on  les  suppose  du  premier  ;  et  on  voit  que 

777- (m— i)  (m— 2) (m-— n-fO  ^„^m-n 

1.2.3      n 

exprime  le  terme  qui  en  a  n  avant  lui. 

Cette  dernière  formule  s'appelle  le  teiTfie  général  de 
la  suite 

^™  +  ™  ax--  +  '"^'""'^  a'x-'  +  etc. 

'1  '  1        .        2 

parce  qu'en  faisant  successivement 

n=:i,     71=2,     71  =  3,  etc. 
elle  donne  tous  les  termes  de  cette  suite. 

142.  Appliquons  maintenant  la  règle  du  numéro  pré- 
cédent à  la  formation  du  développement  de  (  a;  +  c}*; 
le  premier  terme  étant 

x^     ou     a^od"  (37), 

le  second  sera 

5 

-à'oo^     ou     5ax^, 

1  .  ' 

le  troisième 

5-^a=^x3   ou    ioa^x\ 
2 

le  quatrième 


joX3 
le  cinquième 


— = — aV    ou     loa^ocr, 
o 


— a^x    ou     ba^Xy 

4 

le  sixième 

5  X  1    5   «  5 

■ — = — a^x®    ou     «^ 
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Le  développement  s'an'ête  ici  ^  parce  que  pour  passer 
au  terme  suivant,  il  faudrait  multiplier  par  l'exposant  de  x 
dans  le  sixième ,  et  que  cet  exposant  est  zéro. 

C'est  aussi  ce  que  montre  la  formule  ;  car  le  septième 
terme  ayant  pour  coefficient  numérique  ; 
m(m— i)(m  — 2)(m  — 5)(77i  — 4)(yyi  — 5) 
1.2.3.4.5.6 

contient  dans  le  cas  actuel ,  le  facteur  m  —  5  ,  qui  de- 
vient 5  —  5  ou  o  ;  et  ce  même  facteur  entrant  dans  les 
termes  qui  viennent  après ,  les  rend  tous  nuls. 

En  réunissant  les  termes  que  j'ai  obtenus  ci-dessus, 
il  vient 
(^x-{-af=x^  +  5ax^  4-  1  oa'x^  -|-  1  cg  V  -f-  ^a^x  -|-  a^ 

143.  On  déduirait  en  général  de  la  formule  du  nu- 
méro i4i  ,  le  développement  de  la  puissance  quelconque 
d'un  binôme  quelconque.  Si  Ton  avait,  par  exemple,  à 
former  la  sixième  puissance  de  2x^  —  5a^ ,  il  suffirait 
de  remplacer  dans  la  formule  les  puissances  de  a:  et  de  a 
par  celles  de  2x*^  et  de  —  5a^  respectivement,  puisque 
si  l'on  faisait 

2x^  =  0/     et     —  5  a^  =  a' , 
on  aurait 

(2x3  — 5a3)6=(x'-f-û')6  = 
x'^  -f-  6  a'  x'^  -f  i^a'^x'^  -f  20a' V3 
-f-  i5a'4x'^-f-  Qa!'^x'  -f-  a!^     (i4i), 

et  il  resterait  à  substituer  pour  x'  et  pour  a'  les  quantités 

que  ces  lettres  désignent.  On  trouverait 

(2x2)S-f6   (  — 5û3)   (2x3)5-f-i5  (  — 5a^)=^  (2x3)^ 

-f  20(  — 5a3)'^  (2X3)3 -fiD  (  —  5^3)4    (2x3)* 

4_    6(-5a3)^(2x3)   +(;_5^3)6^ 

«u     64^*^  —  gGoû^^x'^  -^Ç)Oooa^x^^ 
—  2ocooa9x9-}-  37600  c'^'x^ 
— 37500a' V 4-  1^625  a^^ 
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Les  termes  de  ce  développement  sont  alternative- 
ment positifs  et  négatifs  ;  et  il  est  visible  qu'il  en  sera 
toujours  de  même  ,  lorsque  le  second  terme  du  binôme 
proposé  aura  le  signe  — . 

144.  On  prépare  la  formule  du  numéro  i4i  ,  dune 
manière  qui  en  facilite  l'application  dans  les  cas  ana- 
logues au  précédent. 

En  observant  que 


m 


-r^  X^  ^        OC 

"^        "    X   *  "  x^  '  x^ 


elle  peut  être  écrite  ainsi 


1      X 

ce  qui  revient  à 


f       ,    m  a   ,  m  (m 
L      ^     1  X  1    . 


a   ,  m  (  m  -^  1  )  a* 
2       x* 


m 


(m —  1  )  (m  —  2)  a 


"^         1     .     2     .     3 


-f  etc.|. 


en  isolant  le  facteur  commun  x"*.   Pour  calculer  par 
cette  formule  ,  il  faut  former  la  suite  des  nombres 


m  m — 1  m  —  2 

"7"»  :^      >  ^      > 


m — 3 


-,  etc. 


3  '      4 

multiplier  d'abord  le  premier  par  la  fraction  -  ,  puis  h 
résultat  par  le  second,  et  encore  par  la  fraction  - ,  puis 


a 

X 

a 


encore  le  résultat  par  le  troisième  et  par  la  fraction-,  et 

ainsi  de  suite;  réunir  tous  ces  termes ,  ajouter  V unité , 
et  enfin  multiplier  le  tout  par  le  facteur  x"*. 

Dans  l'exemple  (skr^  —  Sa^y ,  il  faut  écrire  (20;^)^  à 

la 
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5  a^  a 

la  place  de  x"'-    et »  à  celle  de-.   Je  laisserai  au 

lecteur  le  soin  d'effectuer  le  calcul  ("^). 

145.  On  ramène  facilement  le  développement  de  la 
puissance  d'un  polynôme  quelconque,  à  celui  des  puis- 
sances du  binôme,  ainsi  que  je  vais  le  montrer  sur  le 
trinôme  a  -f-  6  4"  <^  >  ^o^^  j^  ^'^  former  la  troisième 
puissance. 

Je  fais  d'abord  b  -\-  c  =  m  ^  et  j'obtiens 

mettant  ensuite  pour  m  le  binôme  6  -}-  c ,  qu'elle  re- 
présente, j'ai 

(a-f-Z>4-03=ra3-f-3c^(è  +  c)-î-3a(6  +  cy-f  (Z^-f-c)^. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  développer  les  puissances  du  binôme 
b  -{-  Cj  et  à  effectuer  sur  ces  puissances  les  multiplicii- 
tions  indiquées,  ce  qui  donnera 

c3  -I-  3a''b  +  3aô=*  -f-  b^ 
4-  'da'c  4-  6abc  -\-  Wc 
4-  3ac»  +  3Z»c*. 

De  Vextractîbn  des  racines  des  quantités  complexes, 

14s.  Ayant  exposé  la  composition  des  puissances 
des  quantités  complexes,  je  vais  passer  à  l'extraction 
de  leurs  racines ,  en  commençant  par  la  racine  cu- 
bique des  nombres. 

Pour  opérer  l'extraction  de  la  racine  cubique  des 


(*)  La  formule  du  développement  de  (a:  H-/2)'"  couvienî  à  tomes 
les  râleurs  de  l'exposant  m,  et  s'applique  également  au  cas  où  cet 
exposant  serait  fractionnaire  ou  négatif.  Cette  propriété,  qui  est  ti'J€- 
iniportante,  est  prouvée  dans  le   Complément  de  ce  Traite". 

Elém.  d'Algèbre,  ii^  édition.  O 
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nombres  ,  il  faut  d'abord  connaître  les  cubes  des  nom- 
bres d'un  seul  chiffre  ;  on  les  trouvera  dans  la  seconde 
ligne  de  la  table  ci-dessous  : 

1^3456789 
1        8      27      Q4    125    216    343    5i2    729 

et  le  cube  de  10  étant  1000  ,  tout  nombre  de  trois  chif- 
fres ne  renferme  que  le  cube  d'un  nombre  d'un  seul. 

La  formation  du  cube  d'un  nombre  de  deux  chiffres 
s'opère  d'une  manière  analogue  à  celle  du  quarré  ;  car 
en  décomposant  ce  nombre  en  dixaiaes  et  en  unités , 
désignant  ensuite  les  premières  par  a^  les  secondes  par 
0 ,  il  vient 

{a-^-by—a^-i-  5a^b  -f-  Zch^  -^  b^  ; 

ce  qui  fait  voir  que  le  cube^  ou  la  troisième  puissance 
<l'un  nombre  composé  de  dixaines  et  d'unités ,  renferme 
quatre  parties ,  savoir  :  le  cube  des  dixaines ,  trois  fois' 
le  quarre  des  dixaines  multiplié  par  les  unités ,  trois  fois 
les  dixaines  multipliées  par  le  quarré  des  unités,  enfin 
le  cube  des  unités. 

Soit  47  le  nombre  dont  on  demande  la  troisième  puis-  ' 
sance ;  en  faisant  a  =  4  dixaines  ou  4^,  b  =y  unités , 
&n  trouvera 

a^  =  64000 
3  a'^b  =1  336oô 
5ab^z=    588o 

b^=     34g 
Total io3823  =  47X47X  4f^ 

Pour  revenir  maintenant  du  cube  io3823  à  sa  ra- 
cine 47  •>  ^^  remarquera  d'abord  que  64000  ,  cube 
des  dixaines  4 ,  n'a  point  de  chiffres  significatifs  d'un 
ordre  inférieur  aux  mille  ;  on  peut  donc  ,  dans  la 
recherche  du  cube  des  dixaines,  faire  abstraction  des 
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centdine3,  des  dixaines  et  des  unités  du  nombre  icoSaS. 
D'après  cela  ,  en  disposant  l'opération  comme  pour 
l'extraction  de  la  racine  quarree  ,  on  séparera  les  trois 


premiers  chiffres  sur  la  droite  par  une  io3,823 
\qrgule  i  le  plus  grand  cube  contenu  ~^~ 
dans  ic5,  sera  celui  des  dixaines.  On 


47 


48 


verra  par  la  table  précédente  que  ce  09  8,20 
cube  est  64  ,  dont  la  racine  est  4  \  on  posera  donc  4  à  la 
place  destinée  à  la  racine.  On  retranchera  ensuite  64 
de  ic5  ;  et  à  coté  du  reste  Sq  ,  on  abaissera  les  trois 
derniers  chiffres.  Le  reste  total,  39820  ,  contiendra  en- 
core trois  parties  du  cube ,  savoir ,  trois  fois  le  quan'é 
des  dixaines  multiplié  par  les  unités  ,  ou  '5a^b ,  ti'ois 
f  ns  les  dixaines  multipliées  par  le  quarré  des  unités  , 
ou  3  ab^  ^  et  le  cube  des  unités,  ou  P.  Si  on.  avait  la 
valeur  du  produit  Za'b  ,  comme  on  connaît  déjà  les 
dixaines  a,  en  divisant  ce  produit  par  3a^ ,  on  obtien- 
drait les  unités  b  ;  mais  quoiqu'on  ne  connaisse  pas 
Zù^b  ,  on  sait  cependant  que  ce  produit  ne  doit  avoir 
aucun  chiffre  significatif  d'un  ordre  inférieur  aux  cen- 
taines ,  puisqu'il  contient  le  facteur  à^  qui  exprime  le 
quarré  des  dixaines  :  il  ne  peut  donc  se  trouver  que 
dans  la  partie  398  ,  qui  reste  du  nombre  SgSaS ,  après 
qu'on  en  a  séparé  les  dixaines  et  les  unités ,  partie  oui 
contient  en  outre  les  centaines  que  fournissent  le  produit 
Zab'^  des  dixaines  par  le  quarré  des  unités,  et  le  cube  b^ 
des  unités. 

'  En  di\àsant  398  par  48,  qui  exprime,  dans  l'exemple 
proposé ,  le  triple  quaiTé  des  dixaines ,  5a^  ou  3  X 1 6 ,  on 
trouvera  pour  quotient  8;  mais  ce  qui  précède  fait  voir 
qu'on  ne  doit  pas  adopter  ce  chiffre  pour  les  unités  de 
la  racine  cherchée  sans  l'avoir  vérifié,  et  cela  en  formant 
les  trois  dernières  parties  du  cube  que  doit  contenir  Je 
reste  39823,   En  faisant  è  z=  8  ,  on  trouve 

O  a 
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3û^3rr: 

384oo 

'5ab^:=z 

7680 

b'^ 

5l2 

Total 46692  ; 

et  ce  résultat  surpassant  39823 ,  prouve  qu'il  faut  dimi- 
nuer le  nombre  8  pris  pour  les  unités.  En  essayant  7  de 
la  même  manière ,  on  voit  qu'il  satisfait  aux  conditions , 
et  que  par  conséquent  47  est  la  racine  demandée. 

Au  lieu  de  faire  la  vérification  que  je  viens  d'em- 
ployer, on  préfère  ordinairement  d'élever  immédiate- 
ment au  cube  le  nombre  qu'expriment  les  deux  chiffres 
trouvés,  en  le  multipliant  par  son  quarré.  En  opérant 
ainsi  sur  /fi ,  on  trouvera 

48X48X48=  110592, 

et  ce  nombre  étant  plus  grand  que  le  proposé  1  o3820 , 
montre  encore  que  le  chiffre  8  est  trop  fort. 

147.  Ce  qu'on  a  pratiqué  sur  l'exemple  ci-dessus  doit  • 
s'effectuer  de  même  sur  tous  les  nombres  exprimés  par  I 
plus  de  trois  chiffres  et  moins  de  7.  Ayant  séparé  les  1 
trois  premiers  vers  la  droite  ,  on  cherchera  le  plus  grand  >  ' 
cube  contenu  dans  la  partie  restante  à  gauche  ;  on  por-  j 
tera  sa  racine  à  la  place  qui  lui  est  destinée  ;  on  retran- 
chera ce  cube  de  la  partie  du  nombre  proposé  sur  la- 
quelle on  a  opéré  ;  à  côté  du  reste  ,  on  abaissera  les  trois 
derniers  chiffres;  on  séparera  les  dixaines  et  les  unités, 
et  on  di\'isera  ce  qui  reste  à  gauche  par  le  triple  da 
quarré  des  dixaines  trouvées  ;  mais  avant  d'écrire  le  f 
quotient  à  la  racine  ,  on  le  vérifiera  en  élevant  au  cube 
le   nombre   qu'exprime   ce  chiffre  joint  aux  dixaines 
connues.  Si  le  résultat  de  cette  opération  est  trop  fort, 
on  diminuera  le  chiffre  des  imités  ;  on  procédera  à  une 
nouvelle  vérification  ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on 
trouve  un  résultat  égal  au  nombre  proposé  ,  ou  moindre 
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que  ce  nombre ,  s'il  n'est  pas  un  cube  parfait.  Dans  ce 
cas  ,  la  racine  trouvée  n'est  que  celle  du  plus  grand 
cube  qu'il  contient.  Comme  on  a  souvent  des  restes  très- 
considérables  ,  voici  à  quoi  on  pourra  reconnaître  si  le 
chiffre  des  unités  n'est  pas  trop  faible. 

Le  cube  de  g  -f-  6 ,  lorsqu'on  fait  3  =  i ,  devient  Celui 
de  a  4"  1  ^  et  a  pour  expression 

û3-j-3a^-f  3a-|-  1, 

quantité  qui  surpasse  a^,  cube  de  û ,  de 

3a^  -f-  5a  -I-  1. 

îl  suit  de  là  que  tant  que  le  reste  d'une  extraction  cfè 
la  racine  cubique  sera  moindre  que  trois  fois  le  quarré 
de  la  racine  ,  plus  trois  fois  la  racine ,  plus  l'unité  , 
cette  racine  ne  sera  pas  trop  faible. 

]48.  Pour  extraire  la  racine  de  loSSaSSiy,  on  ob- 
servera d'abord  que,  quel  que  soit  le  nombre  de  chiffres 
de  cette  racine ,  si  on  la  décompose  en  unités  et  dixaines , 
le  cube  de  celles-ci  ne  pourra  faire  partie  des  trois 
derniers  chiffres  v-ers  la  droite  ,  et  devra  par  consé- 
quent se  trouver  dans  io5820.  Mais  le  plus  grand  cube 
contenu  dans  io5825  aura  plus  d'un  chiffre  à  sa  racine  , 
qui  pourra  par  conséquent  se  décomposer  en  unités  et 
dixaines;  et  le  cube  de  ces  dixaines  ne  descendant  pas  au- 
dessous  des  mille  j  ne  pourra  faire  partie  des  trois  der- 
niers chiffres  820.  Si,  après  la  séparation  de  ceux-ci,  il 
restait  encore  plus  de  trois  chiffres  vers  la  gauche ,  on  ré- 
péterait le  raisonnement  précédent,  et  on  parviendrait 
ainsi  à  marquer  îa  place  du  cube  des  unités  de  l'ordre 
le  plus  élevé  de  la  racine  cherchée,  en  partageant  le 
nombre  propoeé  en  tranches  de  trois  chiffres ,  en  allant 
de  droite  à  gauche,  la  dernière  pouvant  en  contenir 
moins  de  trois. 

Cela  posé  ,  après  avoir  préparé  l'opération  comme 

03 
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à  l'ordinaire  ,  on  cherchera  d'abord ,  par  la  règle^dii 


n°  précédent,   la  racine  cubique  106,823,817 
des  deux  premières  tranches  à        ^T 

gauche  ,  et  on  trouvera  /^fj  pour  . _ 

résultat  ;  on  retranchera  le  cube        4^  ^j^^ 
de  ce  nombre  des  deux  tranches      io3  823 


470 


6627 


qui  le  contiennent  -^à  côté  du  reste  ^  cooS,  1 7 

2000,  on  abaissera  la  tranche  sui-      ^^^  g^^  g 

vante  8 1 7 ,  et  le  nombre  20008 1 7 

doit  renfermer  les  trois  dernières  000000000 
paities  du  cube  d'un  nombre  dont  /q  exprime  les  dixaî- 
nés,  et  dont  on  cherche  les  unités:  on  trouvera  dono 
ces  unités,  comme  dans  l'exemple  du  numéro  cité  ,  en 
séparant  les  deux  derniers  chiffres  vers  la  droite  du 
reste ,  et  en  divisant  la  partie  à  gauche  par  6627,  triple 
du  (JuaiTé  de  /ff .  On  vérifiera  le  quotient  3  ,  en  élevant 
473  au  cube ,  et  on  trouvera  pour  résultat  le  nombre  pro- 
posé lui-même ,  parce  que  ce  nombre  est  un  cube  parfait. 

L'explication  de  l'exemple  ci-dessus  peut  tenir  lieu 
de  règle  générale.  Si  le  nombre  proposé  avait  une  tranch© 
de  plus ,  on  continuerait  l'opération  comme  on  l'a  fait 
pour  la  troisième  ;  et  il  ne  faudrait  pas  manquer  de 
mettre  un  zéro  à  la  racine,  si  le  nombre  à  diviser  sur 
la  gauche  du  reste  ,  ne  contenait  point  celui  par  lequel 
il  faut  le  diviser  :  on  descendrait  alors  la  tranche  sui- 
vante, et  on  opérerait  sur  cette  tranche  réunie  au  reste  ^ 
comme  sur  les  précédentes.  : 

149.  Puisque  le  cube  d'une  fraction  s'obtient  en  mul- 
tipliant cette  fraction  par  son  quarré  ,  ou  y  ce  qui  te- 
soient  au  même ,  en  cubant  son  numérateur ,  et  en  cubant 
son  dénominateur,  il  s'ensuit  qu'on  retombera  sur  la 
racine^  en  prenant  celle  du  nouveau  numérateur  et  celle 

5 
du  rioui-eau  dénominateur  Le  cube  de-,  par  exemple^ 
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est  — ^;  prenant  la  racine  cubique  de  125  et  cells  de 

5 

p.ib  j  on  retrouve  -3. 
0 

Tel  est  le  procédé  qu'il  faut  suivre  lorsque  le  numé- 
rateur et  le  dénominateur  sont  tous  deux  des  cubes  par- 
faits :  mais  lorsque  cela  n'a  pas  lieu  ,  on  s'épargne  la 
peine  d'extraire  la  racine  du  dénominateur,  en  mul- 
tipliant par  son  quarré  les  deux  termes  de  la  fraction 
proposée  ;  car  le  dénominateur  résultant  de  cette  opé- 
ration se  trouve  le  cube  du  dénominateur  primitif,  et 
il  ne  reste  qu'à  prendre  la  racine  du  numérateur.  Si  on 

3 

avait,  par  exemple,  -,  en  multipliant  les  deux  termes 

de  cette  fraction  par  25 ,  quarré  du  dénominateur,  on 
aurait 

75         . 


5x5x5' 
la  racine  du  dénominateur  est  5  :  quant  à  celle  de  76 ,  on 
trouve  qu'elle  est  entre  4  et  5.  En  se  bornant  à  4,  on  aura 

-  pour  la  racine  cubique  de  p  ,  à  moins  d'un  cinquième 

près.  Pour  avoir  une  exactitude  plus  grande  ,  il  faudra 
extraire  la  racine  approchée  de  jS  par  les  moyens  que 
j'indiquerai  plus  bas. 

Lorsque  le  dénominateur  sera  déjà  un  quarré  parfait , 
il  suffira  de  multiplier  les  deux  termes  de  la  fraction  par 
la  racine  quaiTee  du  dénominateur.  Ainsi  pour  n'ouver 
la  racine  cubique  de  -7  ,  je  multiplie  les  deux  termes  par 
3,  racine  quarrée  de  9,  et  j'obtiens 

12 


3x3x3* 

prenant  la  racine  du  plus  grand  cube  8  contenu  dans  12, 
il  vient  f  pour  la  racine  cherchée  ,  à  moins  d'un  tiers. 
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1 5o.  Il  suit  de  ce  qui  a  été  démontré  dans  le  n**  97  ; 
que  la  racine  cubique  d'un  nombre  qui  n'est  pas  un  cube 
parfait,  ne  peut  s'exprimer  exactement  par  aucune  frac- 
tion ,  quelque  grand  que  soit  le  dénominateur  :  c'est  donc 
une  quantité  irrationnelle ,  mais  d'une  espèce  différente 
de  la  racine  quarrée  ;  car  le  plus  souvent  il  est  impossible 
d'exprimer  l'une  par  l'auti'e. 

i5i.  On  pourrait  obtenir  la  racine  cubique  appro- 
chée ,  pai'  le  moyen  des  fractions  ordinaires,  en  se  ser- 
vant d'un  procédé  analogue  à  celui  que  j'ai  fait 
connaître ,  n^  io3  ,  sur  la  racine  quaiTée,  et  trop  facile 
à  imaginer  pour  que  je  m'y  arrête  ,  vu  qu'il  serait  d'ail- 
leurs peu  commode. 

La  meilleure  manière  d'employer  les  fractions  ordi- 
naires pour  cette  recherche ,  consiste  à  extraire  la  racine 
en  fractions  d'une  espèce  donnée.  Pour  obtenir ,  par 
exemple  ,  la  racine  cubique  de  22  ,  à  moins  d'un  cin- 
quième d'unité,  on  obsenrera  que  le  cube  de  -j- est  ~  ,  et 
on  réduira  par  conséquent  22  en  ~~  :  la  racine  de  2760, 
étant  prise  en  nombre  entier,  on  aura  ^ ,  ou  2  f  ,  pour 
celle  de  22. 

162.  Le  moyen  le  plus  en  usage  pour  extraire  par 
approximation,  la  racine  cubique  d'un  nombre,  consiste 
à  convertir  ce  nombre  en  fraction  décimale ,  mais  en 
observant  que  ce  ne  peut  être  qu'en  millièmes  ou  en 
rcillionièmes  ,  etc.  parce  que  les  dixièmes  deviennent 
des  millièmes  lorsqu'on  les  élève  à  la  troisième  puis- 
sance,  les  centièmes  se  cliangent  en  millionièmes,  et 
en  général ,  le  nombre  des  chiffres  décimaux  qui  se 
trouvent  au  cube  est  triple  de  celui  que  contient  la 
racine.  Il  faut  conclure  de  la  qu'on  doit  mettre  à  la  suite 
du  nombre  proposé  ,  trois  fois  autant  de  zéros  qu'on 
veut  avoir  de  décimales  à  sa  racine.  On  fera  ensuite 
Vcxlraction  d'après  les  règles  exposées  dans  ce  qui  pr^- 
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cède ,  et  on  séparera  au  résultat  le  nombre  demandé  de 
chiflVes  decimanx. 

Si  on  voulait  avoir ,  par  exemple  ,  la  racine  cubique 
as  027,  à  moins  d'un  centième  près,  on  écrirait  six 
zéros  à  la  suite  de  ce  nombre,  et  on  extrairait,  d'après 
U  règle,  la  racine  de  Sayccooco.  Voici  l'opération  : 

688 


027,000,000 


21D 


1 1  io,co 
5 144  5q, 


ic8 
10872 


J25  68o,co 
525  6 Go  672 

1  Soq  328 

On  séparerait  ensuite  deux  chiffres  décimaux  sur  la 
droite  du  résultat ,  et  on  aurait  6,88  ;  mais  il  sera  plus 
exact  de  prendre  6,89  ,  parce  que  le  cube  de  ce  dernier 
nombre,  quoique  plus  fort  que  327,  en  approche  da- 
vantage que  celui  de  6,88. 

Si  le  nombre  proposé  contenait  déjà  des  décimales, 
il  faudrait,  avant  de  commencer  l'extraction,  mettre  à 
sa  droite  autaïit  de  zéros  qu'il  serait  nécessaire  pour 
rendre  le  nombre  de  chiffres  décimaux  multiple  de  3. 
Soit,  par  exemple,  0,07,  on  écrira  0,070  :  prenant  la 
racine  de  70  millièmes  ,  on  trouve  0,4-  P<^ur  pousser 
l'exactitude  jusqu'aux  centièmes  ,  il  faudrait  metti'e 
encore  trois  zéros  de  plus,  ce  qui  ferait  0,070000.  La 
racine  de  70000,  extraite  en  nombres  entiers,  étant  4i  > 
celle  de  0,07  ,  à  moins  d'un  centième  près ,  serait  0,41 . 

i5o.  Après  avoir  fourni  les  moyens  d'extraire  la  ra- 
cine quarrée  et  la  racine  cubique  des  nombres,  la  for- 
mule du  binôme  conduit  à  un  procédé  analogue  pour 
cbLenir  la  racine  d'un  degré  quelconque  ;  mais  aupara- 
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Viirit  d* exposer  ce  procédé,  je  ferai  quelques  remarquer 
sur  l'extraction  des  racines  dont  l'exposant  est  un  nom-- 
bre  qui  a  des  diviseurs. 

L'extraction  de  la  racine  quatrième  peut  s'effectuer 
au  moyen  de  deux  extractions  successives  de  la  racine 
quarrée,  car  en  prenant  d'abord  la  racine  quarrée  d'une 
quatrième  puissance,  de  a^y  par  exemple,  on  tombe  sur 
le  quarré,  ou  a" ,  résultat  dont  la  racine  quarrée  esta, 
ou  la  quantité  cherchée. 

On  verra  de  même  que  trois  extractions  successives 
de  la  racine  quarrée  équivalent  à  l'extraction  de  la  ra- 
cine huitième  ,  puisque  la  racine  quan'ée  de  ce  est  o;' , 
que  celle  de  a^  est  a^  ^  et  qu'enfin  celle  de  a^  est  a. 

Il  est  évident  de  cette  manière  ,  que  toute  racine  d'ua 
degré  marqué  par  quelqu'un  des  nombres  2,  4j  ^j  i^> 
32  ,  etc.  c'est-à-dire  par  une  puissance  de  2,  s'obtiendra 
par  une  suite  d'extractions  de  la  racine  quarrée. 

Les  racines  dont  les  exposans  ne  sont  pas  des  nombres 
premiers  ,  peuvent  se  ramener  à  d'autres  d'un  degré 
moins  élevé  ;  la  racine  sixième ,  par  exemple ,  s'obtiendra 
par  une  extraction  de  la  racine  quarrée  suivie  d'uno 
extraction  de  la  racine  cubique.  Pour  s'en  convaincre, 
il  sufFit  d'observer  qu'en  opérant  ainsi  sur  c^  ,  on  trouva 
d'abord  a' ,  puis  a  \  on  pourrait  aussi  prendre  d'abord 
la  racine  cubique  ,  ce  qui  donnerait  a^,  puis  la  racina 
quarrée,  et  on  aurait  a.. 

154.  Je  passe  maintenant  à  Ta  méthode  générale,  qu<5 
J'apphquerai  au  cinquième  degré.  Sa  marche  sera  plus 
facile  à  saisir  sur  un  cas  particulier;  et  en  la  rapprochant 
de  celles  que  j'ai  données  pour  l'extraction  de  la  racine 
quarrée  et  pour  celle  de  la  racine  cubique ,  on  verra 
sans  peine  comment  il  faut  opérer  pour  un  degré  quel'- 
conqus. 
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Soit  donc  à  extraire  la  racine  cinquième  de  zoidd^ooj. 
J'obsene  d'abord  que  le  plu£  petit  nombre  de  2  chiffres, 
c'est-à-dire  10,  en  a  six  à  sa  cinquième  puissance ,  qui 
est  icocoo,  et  j'en  conclus  que  la  racine  cinquième  da 
nombre  proposé  a  au  moins  deux  chilTres  :  je  pourrai 
donc  représenter  cette  racine  par  a.  -\-  b ,  a  étant  les 
dixaines  ,  et  b  les  unitts ,  et  le  nombre  proposé  aura 
pour  expression 

(a  -f  3)^  =  û^  -f  5a^b  -f  ica^b^  -f  etc. 

Je  ne  développe  point  tous  les  termes  de  cette  puissance, 
parce  qu'il  suffit  de  connaître  la  composition  des  deux 
premiers ,  ainsi  qu'on  va  le  voir. 

Cela  posé,  il  est  évident  que  a^  ou  la  cinquième  puis- 
sance des  dixaines  de  cette  racine  ,  ne  pouvant  descendre 
au-^lessous  des  centaines  de  mille ,  ne  fait  point  partie 
des  cinq  premiers  chiffres  à  droite;  je  sépare  donc  ces 
cinq  chiffres.  S'il  en  restait  plus  de  cinq  à  gauche,  je 
ferais  à  leur  égard  le  même  raisonnement  que  tout-à— 
l'heure  ;  et  je  séparerais  ainsi  le  nombre  proposé  ea 
tranches  de  cinq  chiffres,  en  allant  de  droite  à  gauche: 
la  dernière  de  ces  tranches  vers  la  gauche  contiendra 
la  cinquième  puissance  des  unités  de  l'ordre  le  plus  élevé 
qui  soit  dans  Ta  racine. 

En  formant  les  cinquièmes  puis-     ^  r  r  ,  I  . 

,            T.      j'           1   i-rr       soi5,54cc7      47 
sances  des  nombres  a  unseulcniirre, ' 

je  reconnais  que  201 5  tombe  entre   1024 

la  cinquic  me  puissance  de  4,  Qui  est  ^wTTT      «o 

1024,  et  celle  de  5,  qm  est  01 20. 

Je  prends  donc  4  pour  les  dixaines  de  la  racine  cher- 
chée I  et  reti'anchant  la  cinquième  puissance  de  ce  nom- 
bre, ou  1024,  de  la  première  tranche  du  nombre  proposé, 
j'ai  pour  reste  1  ij--;  1 ,  à  côté  duquel  je  descends  la  tranche 
suivante.  Le   nombre  qui  en  résulte  doit  contenir  les 
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termes  5a^b -i- loa^b^  -f-  etc.  restant  de  (a  -f-i)^,  après 
qu'on  en  a  retranché  œ*  ;  mais  le  plus  élevé  de  ces  termes 
est  5a^b ,  ou  cinq  fois  la  quatrième  puissance  des  dixaines 
multipliée  par  les  unités,  parce  qu'il  ne  descend  pas  au- 
dessous  des  dixaines  de  mille.  Pour  le  considérer  en  par- 
ticulier ,  on  séparera  les  4  derniers  chiiFres  sur  la  droite  , 
qui  n'en  font  point  partie,  et  le  nombre  12915,  restant 
a  gauche,  contiendra  ce  terme,  plus  les  dixaines  de  mille 
provenant  des  termes  qui  le  suivent.  On  voit  donc  qu'en 
divisant  12916  par  ba'^ ,  ou  cinq  fois  la  quatrième  puis- 
sance des  4  dixaines  trouvées,  on  ne  parviendra  qu'à 
approcher  des  unités.  La  quatrième  puissance  de  4  est 
266  ;  son  quintuple  s'élève  à  1280  ;  divisant  12915  par 
1280,  on  trouverait  10  pour  quotient;  mais  on  ne  sau- 
rait mettre  plus  de  9  à  la  racine  ,  et  il  faut  même ,  avant 
d'adopter  ce  chiffre  ,  essayer  si  la  racine  49  qu'il  donne, 
en  le  joignant  aux  4  dixaines  qu'on  a  déjà,  ne  produit 
pas  une  cinquième  puissance  plus  forte  que  le  nombre 
proposé.  On  trouve  de  cette  manière  qu'il  faut  diminuer 
le  nombre  49  de  deux  unités  ,  et  que  la  vraie  racine  est 
47 ,  avec  un  reste  égal  à  9209000  ;  car  la  cinquième  puis- 
sance de  4?  est  229045007  -,  c'est-à-dire  que  la  racine 
exacte  du  nombre  proposé  tombe  entre  /^j  et  4^» 

S'il  y  avait  une  tranche  de  plus  on  l'abaisserait  pour 
la  joindre  au  reste  qu'a  laissé  dans  ce  cas  la  soustrac- 
tion de  la  cinquième  puissance ,  effectuée  sur  les  deux 
premières  tranches-,  on  opérerait  sur  le  reste  total 
comme  on  a  fait  sur  le  précédent,  et  ainsi  de  suite. 

D'après  ce  qu'on  vient  de  lire ,  il  est  facile  d'étendre 
au  cas  actuel  les  règles  données,  tant  pour  extraire  la 
racine  quarrée  et  la  racine  cubique  des  fractions ,  que 
pour  approcher  des  racines  des  puissances  imparfaites 
fie  ces  degrés. 

i55.  C'est  par  des  procédés  fondés  sur  les  mêmes 


T>       ALGEBRE.  22  F 

principes,  qu'on  panient  à  extraire  les  racines  des 
quantités  littérales  ;  l'exemple  suivant  suffira  pour  mon- 
trer comment  on  doit  s'y  prendre  dans  un  degré  quel- 
conque. 

On  a  trouvé  dans  le  n°  140  ,  la  sixième  puissance 
de  2  x^  —  5  û^  ;  je  reprends  cette  puissance  pour  en  ex- 
traire la  racine  sixième  ,  et  pour  cela  je  la  dispose 
comme  il  suit  : 


-}-i5625a'8 


2x^ — 5a^ 


192X** 


reste     —  ^Sca^x^^  -j-  etc. 

La  quantité  proposée  étant  ordonnée  par  rapport  à  x,' 
son  premier  terme  doit  être  la  sixième  puissance  du 
premier  terme  de  la  racine  ordonnée  de  la  même  ma- 
nière -,  prenant  en  conséquence  la  racine  sixième  de 
64^'^,  suivant  la  règle  du  n°  129,  on  a  2x^. 

En  élev^ant  ce  résultat  à  la  sixième  puissance ,  et  la 
soustrayant  de  la  quantité  proposée ,  le  reste ,  qu'om 
obtient,  conimence  nécessairement  par  le  deuxième 
terme  du  développement  de  la  sixième  puissance  des 
deux  premiers  termes  de  la  racine.  Or ,  dans  l'ex- 
pression 

(  a  -f  Z,  )6  ~  a^  +  Ga^  6  +  etc. 

ce  terme  est  le  produit  de  six  fois  la  cinquième  puis- 
sance du  premier  terme  de  la  racine  par  le  second;  et 
si  on  le  divisait  par  6a^,  le  quotient  serait  le  second 
terme  6. 

Il  faut  donc  former  six  fois  la  cinquième  puissance 
du  premier  terme  2X^  de  la  racine ,  ce  qui  donnera 

6  X  3ax'^  ou   192^'^^ 
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et  diviser  par  cette  quantité  le  terme  — gGoa^a?^^,  qui 
commeQce  le  reste  de  l'opération  précédente  ;  le 
quotient  —  5a^  est  le  second  teime  de  la  racine. 
Pour  le  vériiier ,  on  élèverait  à  la  sixième  puissance  , 
le  binôme  2x^  —  5a^,  et  le  résultat  dGnuerait  la  quan- 
tité proposée. 

Si  la  racine  devait  contenir  un  terme  de  plus ,  ou 
trouverait  après  l'opération  ci-dessus,  un  second  reste 
qui  commencerait  par  six  fois  le  produit  de  la  cin- 
quième puissance  d^^s  deuii  premiers  termes  de  la  ra- 
cine ,  par  le  troisième ,  et  qu'il  faudrait  par  con- 
séquent diviser  par  6(Qr^ — 5a^)^  :  le  quotient  serait 
ce  troisième  terme  de  la  racine  ;  et  on  le  vérifierait  en 
formant  la  sixième  puissance  des  trois  termes  trouvés. 
On  procéderait  de  même  pour  trouver  tous  les  ter- 
mes suivans ,  en  quelque  nombre  qu'ils  fussent. 

Des  équations  à  deux  termes» 

i5G.  Toute  équation  qui  ne  renferme  qu'une  seule 
puissance  de  l'inconnue  ,  combinée  avec  des  quantités 
connues  ,  peut  toujours  se  réduire  à  deux  termes,  dont 
l'un  est  la  réunion  de  tous  ceux  qui  renferment  Tin- 
connue  ,  et  l'autre  comprend  l'assemblage  des  quan- 
tités données  :  on  l'a  déjà  vu  pour  le  second  degré , 
n°  io5,  et  il  est  facile  de  le  concevoir  pour  un  degré 
quelconque. 

Si  on  a  par  exemple  l'équation 

en  passant  tous  les  termes  affectés  de  x  dans  un  seul 
membre ,  on  en  déduira 

ou  (û^  —  ac)  x^  =  b^c^  +  œ>bK 

Si  maintenant  on  représente  les  quantités 


1 
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a*  —  ac  par  p ,     è-^c^  -f-  ^^^^     P^i'  7 , 


l'équation  précédente  deviendra 


px^  =  q', 


et  en  dégageant  la  quantité  x'^ ,  on  aura 


a-^=2 


d'où  Ton  conclura 


1 

P 


En  général  toute  équation  à  deux  termes  étant  ra- 
îuenée  à  la  foims 

px^=zq  , 
donne  alors 

^m  — .  V  . 
X     _-. 

€t  prenant  k  racine  du  degré  m  de  chaque  membre, 
on  a 


m 

=  1/1 


157.  Il  faut  observer  que  si  l'exposant  m  est  un 
nombre  impair ,  le  radical  n'aura  qu'un  seul  signe, 
qui  sera  celui  de  la  quantité   qu'il  affecte  (i3i). 

Quand  l'exposant  m  sera  pair,  le  radical  aura  le 
double  signe  dz  ;  il  sera  alors  imaginaire  si  la  quan- 
tité -  est  négative ,  et  la  question  sera  absurde,  comme 
pour  le  second  degré  (101). 

Voici  quelques  exemples 
L'équation  x^=  —  1024  donna 
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^  

x-=.  y — 1024=  —  4> 
parce  que  l'exposant  5  est  impair. 
L'équation  x^  ■=.  626   donne 

parce  que  l'exposant  4  est  pair. 

Enfin,  l'équation  0:^=: —  16  donnant 


x  —  ±    j/1- 16, 

ne  conduit  qu'à  des  valeurs  imaginaires,  parce  que 
l'exposant  4  étant  pair ,  la  quantité  placée  sous  le  ra- 
dical est  négative. 

i58.  Avant  d'aller  plus  loin  ,  je  ferai  connaître 
un  fait  analytique  qui  sera  très  -  utile ,  tant  pour 
la  suite  de  cet  ouvrage  que  pour  son  Complément  y 
et  qui  est  par  lui-même  assez  remarquable  :  c'est  que 
toutes  les  expressions  or — a  ,  x*  —  a^  y  x^  —  œ"  ^  et  en 
général  x^  —  a"*  (  zn  étant  un  nombre  entier  positif 
quelconque  )  ,  sont  exactement  divisibles  par  x — a, 
La  chose  est  évidente  pour  la  première  •  on  sait  que  la 
seconde 

a:*  — a^r=(a:-f  a)   (a:  — a)  (34), 

et  par  la  division,  on  décomposerait  facilement  les 
autres.  En  divisant  de  nrërae  x"*  — a'"  par  x  —  a,  on 
trouverait  pour  quotient 

x'"-^  -|_  ax"''-*  -f-  c^x'"-^  +  etc. , 

l'exposant  de  x  diminuant  toujours  de  l'unité,  et  celui 
de  a  augmentant  pareillement;  mais  au  lieu  de  suivre 
le  détail  de.  cette  opération  ,  je  poserai  sur-le- 
champ  l'équation 


;x'"-»-f-ax'«-*+a*x'"-3 -f-a'«r*x-}-a'"-'  , 


X — a 

qu  on 
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cjxi'on  peut  vérifier,  en  multipliant  le  second  mem- 
bre par  X  —  a.   Il  devient  alors 

x"-f  a.r'"-*-fa='j:'"--=* -f  c'"-^x*-f  a'""'^ 

— oj:'"-'— a'x'"-^— a^x'"-^ — g'"-'x— a"»; 

tous  les  termes  de  la  première  ligne ,  à  partir  du  second, 
étant  les  mêmes  ,  au  signe  près ,  que  ceux  qui  précèdent 
le  dernier  de  la  seconde  ligne ,  il  reste  seulement  , 
après  la  réduction ,  x^  —a"^  ;  c'est-à-dire  le  dividende 
proposé. 

Il  faut  observer  qu'à  la  suite  du  terme  a^x^~^  vient 
nécessairement,  dans  la  ligne  supérieure,  le  terme 
û^x'"-3,  qui  se  trouve  déti'uit  par  son  correspondant  in- 
férieur -,  et  que  de  même ,  dans  la  ligne  inférieure , 
on  trouve  ,  avant  le  terme  «'""'x,  un  terme — û'"— *x*  , 
qui  détruit  son  correspondant  supérieur.  Ces  termes 
ne  sont  point  écrits ,  parce  qu'ils  sont  censés  compris 
dans  la  lacune  indiquée  par  les  points. 

153.  Ceci  conduit  à  des  conséquences  fort  impor- 
tantes ,    relativement    à   Féquation    à    deux    termes 

P 
En  désignant  par  a  le  nombre  qu'on  obtient    par 
l'extraction  immédiate    de  la   racine,  opérée  d'après 
les  règles  du  n"  164,  on  a 

-  =  a"^    ou    x"*  =  a'"  ; 
P 

et  transposant  le  second  membre  dans  le  premier  J 
il  vient 

x"* û'"  ==  o. 

La  quantité  x"*  —  a^  se  divise  par  x— a ,  et  on  a,  par 
le  numéro  précédent, 

g^m__^^m—,  ^jc^a)  (x'"-'  -f  ax"'-^ -f- ar^-^x  -f  a'"-  '  ); 

Elém.  d'Algèbre.  11*  éditioa.  P 
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ce  dernier  résultat ,  qui  s'évanouit  lorsque  a:=a,  de- 
viendrait également  nul  si  l'on  avait 

x"»-»  4-  oo:'"-^ +  a'^'^x  -f-  a'"-'  =  o  (î  16)  ; 

et  s'il  existait  par  conséquent  une  valeur  de  x  qui  sa- 
tisfît à  cette  dernière  équation ,  elle  satisferait  égale- 
ment à* la  proposée. 

Ces  valeurs  ont  avec  l'unité  des  relations  fort  sim- 
ples ,  que  l'on  découvrira  en  faisant  x=:ay  ;  par  là  l'é- 
quation x'^  —  fl'"  =  o  deviendra 

c^ym — a"^z=o  ou y^  — 1=0, 
et  on  obtiendra  les  valeurs  de  x  en  multipliant  celles 
de  y  par  le  nombre  a. 

L'équation ^''^ —  1=0  donne  en  premier  lieu 

m 

y^=i,    y=  v/î=i; 
puis  ,  en  divisant  j/"»—  1  par  j'  —  1 ,  11  vient 

et  ce  quotient  étant  égalé  à  zéro  ,  est  l'équation  d'au 
dépendent  les  autres  valeurs  dey,  qui  auront,  aussi 
bien  que  l'unité,  la  propriété  de  satisfaire  à  l'équation 

c'est-à-dire  que  leur  puissance  du  degré  m  sera 
l'unité. 

De  là  résulte  cette  conséquence ,  singulière  au  pre- 
mier coup  d'œil ,  que  l'unité  peut  avoir  plusieurs  r«- 
cines  auti'es  qu'elle-même. 

Ces  racines  ,  qui  sont  imaginaires ,  sont  malgré  cela 
d'un  fréquent  usage  dans  l'analyse  ;  mais  je  ne  peux 
faire  connaître  ici  que  celles  des  quatre  premiers 
degrés  ,  parce  qu'il  n'y  a  que  pour  ces  degrés  que  l'on 
puisse  résoudre ,  parce  qui  précède,  l'équation 
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y-' 

-f-r" 

" +y- 

qui  les  donne. 

Soit,  i\  m=z 

2,  on  a 

d'où  on  tire 

y- 

-1=0, 

y 

=+1 

,    :y  =  -i. 

2^.   En  faisant 

m=3, 

il  vient 

f- 

-1=0, 

d'où  on  tire 

puis  y^  -^y  4-1=0.' 

Cette  dernière  équation  étant  résolue ,  donne 

_  —  1  +  y/^       —  hjLzlL^  • 
y  —        2        '   y—       ^        > 

ainsi  on  a  pour  ce  degré ,  les  trois  racines 

—  i-t-V/^  — i^V/=5 

y='^y= 1 — >  y== — ^ — . 

Les  deux  dernières  sont  imaginaires  ;  mais  si  c<i  en  fait 
le  cube,  en  formant,  d'après  len°34,  celui  du  numéra- 
teur ,  et  si  on  observe  que  le  quarré  de  \/ — 3  étant — 3, 
son  cube  est  —  3  \/ — 3,  on  trouvera  encore  y  =  i, 
comme  par  la  racine  ^=1. 

3^.  Prenant  m =4  j  o^  ^ 

/-.i  =  o, 
d'où  on  déduit 

y=^> 

puis  y  4-^*  -by  4-1=0. 

On  ne  voit  pas  d'abord  comment  on  pourrait  résoudrer 
cette   équation  ;  mais  en  observant  que 

P  3 
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on  a  successivement 

y  —  1  =r  O  ,  ^=+1  =  0, 

desquelles  il  résulte 

De  ces  quatre  valeurs ,  deux  seulement  sont  réelles,  et 
les  deux  autres  imaginaires. 

Cette  multiplicité  de  racines  de  l'iinité  tient  aune  loi 
générale  des  équations,  d'après  laquelle  une  inconnue 
admet  autant  de  valeurs  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'ex- 
posant du  degré  de  l'équation  qui  la  détermine;  et 
quand  la  question  ne  comporte  pas  ce  nombre  de  so- 
lutions réelles ,  il  est  complété  par  des  symboles  pu- 
rement algébriques  ,  qui ,  se  trouvant  soumis  aux  opé- 
rations indiquées  dans  l'équation,  la  vérifient. 

Il  suit  de  là  que  les  racines  des  nombres  ont  deux 
espèces  d'expressions  ou  de  valeurs  ;  la  première  ,  que 
j'appellerai  détermination  arithmétique ,  est  le  nom- 
bre qu'on  trouve  par  les  procédés  exposés  dans  le  n°  1 54 , 
et  qui  est  unique  pour  chaque  cas  particulier  ;  la  seconde 
comprend  les  valeurs  négatives  et  les  expressions  imagi-, 
naires  ,  que  je  désignerai  sous  le  nom  de  déterminations 
algébriques  ,  parce  qu'elles  ne  doivent  leur  existence 
qu'à  la  combinaison  des  signes  de  l'algèbre. 

Ves  équations  qui  peuvent  se  résoudre  comme  celles 
du  second  degré. 

i6o.  Le  caractère  de  ces  équations  consiste  en  ce 
qu'elles  ne  contiennent  que  deux  puissances  différente* 
de  l'inconnue ,  et  que  l'exposant  de  l'une  est  double  de 
celui  de  l'autre  ;  leur  formule  générale  est 

a;*'"  -f*  px'"  =  q , 

/?  et  9  étant  des  quantités  connues. 
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^  Ton  prend  d'abord  o;^  pour  l'inconnue,  ou  que 


l'on 

fasse 

a;"' 

■ — 

"> 

on  aura 

u* 

* 

d'où 

y- 

^> 

w  =  — tP±  >^^  +  iP'  (109); 
remettant  x'"  pour  u ,  il  viendra 

x-^  =  —  '-p±  \/q-\^\p\ 
équation  à  deux  termes ,  puisque  l'expression 

lie  renfermant  que  des  opérations  connues,  à  effectuer 
sur  des  quantités  données ,  doit  être  regardée  comme 
représentant  des  quantités  connues. 

En  désignant  par  a  et  par  a' ^  les  deux  valeurs  de  cettt 
expression,  on  aura 

x'^zrza  et  x"^-=sia\ 

d'où  l'on  tirera 

m  m 

X  =  \/a    et    X  =  \/ a!. 

Si  l'exposant  m  était  pair,  au  lieu  des  deux  valeurs 
ci-dessus ,  on  -en  aurait  quatre  ,  puisque  chaque  ra- 
dical serait  susceptible  du  signe  ±_  \  il  Viendrait 

m  in 

et  ces  quatre  valeurs  seraient  réelles  si  les  quantités  a 
et  a    étaient  positives. 

Toutes  les  valeurs  de  x  seront  comprises  dans  une 
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seule  formule ,   en  indiquant  immédiatement  la  rachie 
des  deux  membres  de  l'équation 

ce  qui  donnera 


x^+i^  =  3&. 


La  question  suivante  conduit  à  une  équation  de  ce 
(^enre. 

161.  Décomposer  le  nombre  6  en  deux  facHurs,  tels 
que  la  somme  de  leurs  cubes  soit  35. 

Soit  xTun  de  ces  facteurs,  l'autre  sera  -,  et  on  aura. 

00 

par  la  somme  de  leurs  cubes   x^   et  — 3-,  l'équation 

216 
x^ 
qui  revient  à 

x^  -\-21S  =35  a;', 

ou  à  x^ — 35x^=: — ai6. 

Si  on  regard*  x^  comme  l'inconnue ,  on  obtiendra , 
par  la  règle  des  équations  du  second  degré, 

En  effectuant   les  calculs   numériques  indiqués ,  on 
trouvera 

et  par  conséquent 
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d'où 

3  

X—  1/27=0, 

x=  v^8  =2, 

La  première  valeur  donne  pour  le  second  facteur  f  ou  3, 
tandis  que  la  deuxième  valeur  conduit  à  |  ou  3;  on  a 
donc  dans  un  cas  3  et  2  pour  les  facteurs  cherchés ,  et 
dans  l'autre  2  et  3.  Ces  deux  solutions  ne  diffèrent  ainsi 
que  par  un  changement  d'ordre  dans  les  facteurs  du 
nombre  donné  G. 

162.  Les  équations  que  je  viens  de  considérer,  sont 
également    comprises    dans   la    loi    générale   énoncée 

r»  m 

n°  169  ;  car  il  faut  multiplier  les  valeurs  de  \/a,  ^  a!  par 
les  racines  de  l'unité  ,  dans  le  degré  m. 

Ln  apphquant  cette  considération  à  l'équation 
x^  —  35  0:^  =  —  21 6, 
on  lui  trouvera  les  six  racines  suivantes  : 
x=  1  X  o,  j;=  1  X  2, 

x  = ^^ X3,      a;= ZlJL x  3, 

2    ,  2 

^•  = -^ Xo,      a:  = -^ X2, 

dont  les  deux  premières  sont  les  seules  réelles. 

Du  calcul  des  radicaux, 

i63.  Le  grand  nombre  de  cas  dans  lesquels  on  ne  peut 
extraire  exactement  les  racines,  et  la  longueur  de  Topé- 
ration  nécessaire  pour  les  obtenir  par  approximation  ,  a 
conduit  les  algébristes  à  tâcher  d'effectuer  immédiate- 
ment sur  les  quantités  soumises  aux  signes  radicaux,  ley 

P4 
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opérations  fondamentales  indiquées  sur  leurs  racines,  et 
d'en  simplifier  autant  qu'il  était  possible  les  résultats ,  de 
manière  à  renvoyer  à  la  fin  du  calcul  l'opération  la  plus 
compliquée,  c'est-à-dire,  l'extraction,  pour  n'avoir  à  la 
pratiquer  que  sur  les  plus  petits  nombres  ou  les  expres- 
sions les  plus  simples  que  puissent  comporter  les  ques- 
tions proposées. 

L'addition  et  la  soustraction  des  quantités  radicales 
dissemblables  ne  peuvent  que  s'indiquer  par  les  signes 
-|-  et  — .  Par  exemple  ,  les  sommes 

les  différences 

3    _  »  3    _  3 

ne  sont  pas  susceptibles  d'une  autre  expression. 
Il  n'en  serait  pas  de  même  de  la  quantité 

parce  que  les  radicaux  qui  la  composent  peuvent  devenir 
semblables,  au  moyen  de  la  simplification 'indiquée  dans 
le  n°  i3o.  On  observerait  d'abord  que 

3    3    3   

\/iSa^b=  \/ Sa^.â  b       ou       zaysb 

i    3     3    

Y  2 éb  =1  \/  a^ .  2b         ou        a"  {/2b ', 
il  viendrait 


5  c 


V  ' 


4a  \/ 2b '\- 2a\/ 2b y  \/ 2b , 

ad 

et  en  réduisant ,  on  obtiendrait 
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î  B4.  A  l'égard  des  auti'es  opérations ,  le  calcul  de* 
radicaux  repose  sur  ce  principe  déjà  cité  :  Si  l'on  élève 
les  difftrens  facteurs  d'un  produit  à  une  même  puis- 
sance,  le  produit  sera  clevé  à  cette  puissance.  D'un 
autre  côté  ,  il  est  visible  qu'on  élève  une  quantité  radi- 
cale à  la  puissance  du  même  exposant  que  ce  radical  , 

7  _ 
en  le  supprimant.  Par  exemple,  \/a  e\e\Ce  à    la  sep- 
tième puissance,  est  a  seulement,  puisque  cette  opéra- 

7  _ 
tion,  inverse  de  celle  qu'indique  le  signe  \/  ,  ne  fait  que 
ramener  à  son  premier  état  la  quantité  a. 

Cela  posé,  si,  par  exemple,  dans  l'expression 

7  7 

\/aX\/b. 

on  supprime  les  radicaux  ,  le  résultat  a  h  sera  la  sep- 
tième puissance  du  produit  indiqué  plus  haut  ;  et  pre- 
nant la  racine  septième  ,  on  en  conclura 

7  _         7  _         7  

^a  X  V^^=  yab. 

Ce  raisonnement ,  qu'on  peut  appliquer  à  tout  autre 
cas ,  montre  que  pour  multiplier  deux  expressions  ra- 
dicales du  mbjne  dep'ë ,  il  faut  faire  le  produit  des  quan- 
tités soumises  aux  radicaux ,  et  l'affecter  d'un  radical 
du  même  degré. 

Au  moyen  de  cette  règle ,  on  a 

3  \/2ab^  y<,7\/^<^^bc  =  2i  v/ioa^Mc  = 

21  a^'b''  \/Tôc; 


4  \/a^— 6^  ; 
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V         a^-^b^      ^  K       5^ • 

ï    

__l   y^3.a9  —  a' b^  ^  ^  a' b-' a'  -\-  b'c'' 


a*  —  b*     ^ 


_  I  y/'a^  (,2a<^  —  b^y^j.^c' 


a4-M        X-^   ("•+*•) 


=  1^^^ 


c"        f2  a° 


X 


à  cause  que 

i65.  Si  on  considère  que  la  septième  puissance  de 

7    _ 

1  expression  -j-_,  par  exemple,  est  y,  on  conclura,  en 

]/b  ^ 

prenant  la  racine  septième  de  ce  dernier  résultat,  qua 

7    _ 

d'où  il  suit  que  pour  diviser  l'une  par  l'autre  deux 
quantités  radicales  du  même  degré ,  il  faut  prendre  le 
qnotient  des  quantités  soumises  aux  radicaux,etVaJfec^ 

ter  d'un  radical  du  même  de^ré. 

o 

On  trouve  par  cette  règle ,   que 


V a+b         K        a+h 
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iGS.  Il  suit  de  la  règle  de  la  multiplication  des  radi- 
caux du  même  degré,  donnée  dans  le  n°  1G4,  que  pour 
élever  une  quantité  radicale  à  une  puissance  quelconque , 
il sujjit  d'élever  à  cette  puissance  la  quantité  soumise  au 

radical  ^  et  d'affecter  de  ce  même  radical  le  résultai  ; 

î  

car,  par  exemple,  élever  y/a^^  la  troisième  puissance, 

c'est  effectuer  le  produit 

5     »      ï     

\/ab  X  V^b  X  V^b  y 
-et  comraeles  radicaux  sont  du  même  degré,  il  faut  (164) 
multiplier  entr'elles  les  quantités  qu'ils  affectent,  puis 
poser  le  radical  sur  le  produit,  ce  qui  donne 

\/7iFb\ 

7 

De  même,  y  a^  P  élevé  à  la  puissance  quatrième, 

7 

donne  y  a^  £)**,  qui   se  réduit  à 

7  

a  b  \/ah^, 

en  décomposant  a^  h^^  en  à'  b^  X  cib^j  et  prenant  la  racine 
du  facteur  a'  b^  (i3c). 

Il  est  à  propos  de  remarquer  aussi  que  lorsque  T expo- 
sant du  radical  est  divisible  par  celui  de  la  puissance  à 
laquelle  on  élève  la  quantité  proposée ,  l'opération  s'ef- 
fectue en  divisant  le  premier  exposant  par  le  second.  Par 
exemple , 

parce  que  -^:=^Z. 


En  effet ,  \/ a  désigne  une  quantité  qui  est  six  fois  fac- 
teur dans  a,  et  la  quantité  v  a,  qu'on  obtient  en  divisant 
l'exposant  6  par  2,  n'étant  plus  que  trois  fois  facte^T 
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dans  a ,  équivaut  par  conséquent   au  produit  de  deux 
des  premiers  facteurs  ;  elle  est   donc  la  seconde   puis- 

6    _ 

sance  de  l'un  de  ces  facteurs,  ou  de  ^ a. 

Le  même  raisonnement  s'appliquerait  à  l'exemple  ci- 
dessous  ,  et  à  tout  autre  : 


ys/a'-h)    =[/a^b. 


167.  En  renversant  les  règles  de  l'article  précédent 
on  obtient  celles  qu'il  faut  suivre  dans  l'extraction   des 
racines  des  quantités  radicales. 

On  voit  d'abord ,  par  la  première  ,  que  si  les 
exposans  des  quantités  soumises  au  radical  sont  divi- 
sibles par  celui  de  la  racine  qu'on  veut  extraire  y  V opé- 
ration s' effectuera  commes'ilny  avait  point  de  radical; 
et  l'on  affectera  du  radical  primitif  le  résultat. 

On  trouve ,  par  exemple ,   que 


V'i/  a'—V'v'  a'=  \/a\ 


V    \/a^  Z,8  =  V   \/a4  è«  —  {/ab\ 

De  la  seco-nde  règle  du  numéro  précédent,  on  conclut 
que  l'extraction  de  la  racine  des  quantités  radicales 
s'indique  en  général ,  en  multipliant  l'exposant  du  ra- 
dical par  celui  de  la  racine  qu'on  veut  extraire. 

Par  cette  dernière  règle ,  on  ti'ouve  que 


^   •  5  i( 

V    \/a^=:  \/a^. 


En  effet ,  y  a^  est  une  quantité  qui  est  cinq  fois  fac- 

5  

teur  dans  g^  (24, 129  )  ;  mais  la  racine  cubique  de  ya^^ 
devant  être  aussi  trois  fois  facteur  dans  cette  dernière 
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tjii.intité,  se  tiûuveia  5x3  fois  ou  i5  fois  facteur  dans 


la  première  a^  :  donc    y     \/a^  =  V^a  K   On  prouve- 
rait de  même  que   |/    \/cK  =:  \/  a^. 

168.  Puisqu'en  multipliant  l'exposant  d'une  quantité 
soumise  à  un  radical,  par  un  nombre  (  166  ) ,  on  élève 
à  la  puissance  marquée  par  ce  nombre  ,  la  racine  indi- 
quée, et  qu'en  multipliant  aussi  par  le  même  nombre, 
l'exposant  du  radical  (107)  ,  on  tire  du  résultat  une  ra- 
cine du  degré  égal  à  celui^e  la  puissance  qu'on  a  formée , 
il  s'ensuit  que  cette  seconde  opération  ramène  à  »on 
premier  état  la  quantité  proposée. 
5  

L'expression  \/  a:\  par  exemple,  peut  se  changer  en 
3  5 

\/a^',  qui  s'obtient  en  multipliant  par  7  les  exposans  5 

et  3;  car  multiplier  par  7  l'exposant  de  a^,  c'est  former, 
5  

par  le  radical  \/a^',  la  septième  puissance  du  radical  pro- 

5 

posé,  et  multiplier  par  7  l'exposant  5  du  radical  Var\ 

c'est  prendre  la  racine  septième  du  résultat ,  opération 

qui  détruit  l'effet  de  la  première. 

169.  Par  cette  double  opération,  on  ramène  au  même 
désiré  un  nombre  quelconque  de  radicaux  de  degrés 
différens  ,  en  multipliant  à-la-fois  l'exposant  de  chaque 
radical  et  ceux  des  quantités  qu'il  affecte ,  par  le  pro- 
duit des  exposans  de  tous  les  autres  radicaux.  L'iden- 
tité des  nouveaux  exposans  des  radicaux  est  évidente 
par  elle-même  ,  puisqu'ils  sont  formés  du  produit  de 
tous  les  exposans  des  radicaux  primitifs  ;  et  d'après  ce 
qui  précède ,  chaque  quantité  radicale  n'a  pas  changé 
de  valeur. 

On  transforme  par  cette  règle  , 
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\/'^H^  et    \/'àd^, 

35   35 

en  [/a'-'b'^    et    \/ c"" d}'"-, 

de  même  les  trois  quantités 

\/^,  /^\  V^M?, 

deviennent  respectivement 

X  O  î I  O  <  10» 

\/a^'^b^\  \/a^à^,  \/b^^à\ 

S'il  y  avait  des  nombres  sous  les  radicaux,  il  fau- 
drait les  élever  à  la  puissance  marquée  par  le  produit 
des  exposans  des  autres  radicaux. 

170.  De  même,  on  peut  passer  sous  un  radical  un 
facteur  qui  en  est  dehors  ,  en  l'élevant  à  la  puissance 
marquée  par  l'exposant  du  radical. 

On  changera ,  par  exemple  , 

ï  3  _  î  

a"-  en    \/ a'° ,    et  2.a  {/b  en    \/Sa^b. 

171 .  Après  avoir  réduit  au  même  degré ,  par  la  trans- 
formation précédente  ,  des  radicaux  quelconques ,  ou 
leur  appliquera  sans  difficulté  les  règles  données  dans 
les  n°'  164  et  i65,  pour  la  multiplication  et  la  division 
des  quantités  radicales  du  même  degré. 

Soit  en  général 

m  n 

\/aPbi  X  V^b'c'; 
je  change  (169) 

m n  

\/aPbi,        \/b'c', 

mn  mn 

en  {/a^Pb""},        y  b'^'c"'' , 
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et  la  règle  du  n'  1G4,  donne 


pour  le  produit  des  radicaux  proposés. 
On  a  aussi  par  le  n^  iG5 

V'b'c'  \/b'^'L"'' 

Remarques  sur  quelques   cas  singuliers   du  calcul 
des  radicaux, 

172.  Les  règles  auxquelles  on  vient  de  ramener  le 
calcul  des  radicaux  ,  s'appHquent  sans  difficulté  aux 
quantités  réelles  ;  mais  elles  induiraient  en  erreur  par 
rapport  aux  quantités  imaginaires  ,  si  on  ne  les  accom- 
pagnait pas  de  quelques  remarques  qui  tiennent  aux 
propriétés  des  équations  à  deux  termes. 

Par  exemple  ,  la  règle  du  n°  164  donne  immédia- 
tement 

:t  si  on  se  contentait  de  prendre  +  û  pour  \/~^\  le  résultat 
Jerait  visiblement  fautif,  car  le  produit  y/^X  l/^, 
îtant  le  quarré  de  Z^,  doits  obtenir  en  supprimant 

e  radical,  et  est  par  conséquent  égal  à a. 

Bezout  a  très-bien  expliqué  cette  difficulté ,  en  ob- 
|€rvant  que  quand  on  ignore  de  quelle  manière  a  été 
:ormé  le  quarré  a\  et  qu'on  en  demande  la  racine  on 
loit  assigner  également  -f  a  et  -  «  ;  mais  que  quand  on 
ait  d  avance  laquelle  de  ces  deux  quantités  a  été  multi- 
)liée  par  elle-même  pour  former  a^ ,  il  n'est  plus  permif. 


/ 
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lorsqu'on  revient  sur  ses  pas,  d'en  prendre  une  autre.  Ce 
cas  est  évidemment  celui  de  l'expression  y—aX  y — «• 
on  sait  alors  que  la  quantité  a%  comprise  sous  le  radical 
\/~â^  vient  de  —  a  multiplié  par  —  a,  l'ambiguité  cesse 
donc  ;  et  quand  on  revient  à  la  racine,  il  faut  mettre — a. 

Le  même  embarras  aurait  lieu  aussi  pour  le  produit 
\/a  X  V^a ,  si  l'on  n'était  pas  conduit,  parce  qu'il  n'y  a 
aucun  signe  —  dans  l'expression ,  à  prendre  immédiate- 
ment la  valeur  positive  de  v/ô^  Il  faudrait  faire  attention 
que,  dans  ce  cas ,  a^  venant  de  +  a  multiplié  par  -f-  a , 
sa  racine  doit  être  nécessairement  -f-  ^• 

Ces  raisonnemens  ne  laissent  aucun  nuage  sur  le  cas 
particulier  qu'on  vient  de  considérer  ;  mais  il  y  en  a 
d'autres  qui  ne  peuvent  s'expliquer  clairement  que  par 
les  propriétés  des  équations  à  deux  termes. 

4 

173.  Sipar  exemple  on  demandaitle  produit  \/aV/ — 1  , 
en  réduisant  le  second  radical  au  même  degré  que  le 
premier  (  169  ) ,  on  aurait 

résultat  réel ,  quoiqu'il  soit  bien  évident  que  la  quantité 

réelle  \/a ,  multipliée  parla  quantité  imagmaire  y  —  i  , 
doive  donner  un  produit  imaginaire.  Il  ne  faut  pas  croire 

4  _ 
cependant  que  l'expression  y^a  soit  tout-à-fait  fausse  , 
mais  seulement  qu'on  la  prend  alors  dans  un  sens  trop 
particulier. 

4 
En  effet ,  \/â,   considérée   algébriquement ,    étant 
l'expression  de   l'inconnue  x ,  dans  l'équation  à  deux 

termes. 

3C^  —  a  =  o , 

est  susceptible  de  quatre  déterminations  di{Férentes(i  59):  J 

câi: 
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car  si  on  falta:=ct^,  en  représentant  par  et  la  valeur  nu- 

4   _ 

mérique  de  y  a ,  abstraction  faite  de  son  signe ,  ou  la 
détermination  arithmétique  de  cette  quantité ,  on  aura 
les  quati'e  valeurs 

dont  la  troisième  est  précisément  le  produit  proposé. 

Avec  un  peu  d'attention ,  on  reconnaît  aisément  la 
cause  de  l'ambiguité  qu'on  vient  de  remarquer.  La  se-* 
conde  puissance  -f~  i  ^^  la  quantité  —  i  placée  sous  le 
radical  quarré ,  pouvant  venir  aussi  bien  de  -f-  i  X  -f-  i, 

4  _ 

que  de  — i  X — i ,  on  introduit  dans  la  quantité  V^i  deux 
déterminations  qui  ne  se  trouvaient  pas  dans  \/ —  i . 
En  général,  la  manière  dont  on  a  trouvé  la  règle  qui 

m  n 

sert  à  former  le  produit  \/ a  X  V^'b  ,  revient  à  élever 
ce  produit  à  la  puissance  mn  ;  car  si  on  l'avait  repré- 
senté par  z,  ou  qu'on  eût  fait 

m  71 

en  élevant  d'abprd  à  la  puissance  m,  on  aurait  eu 

n  

puis  élevant  encore  à  la  puissance  n ,  il  serait  venu 

Ce  produit  n'étant  donc  connu  que  par  sa  puissance 
du  degré  mn  ,  ou  par  une  équation  de  ce  degré  à  deux 
termes  ,  doit  avoir  mn  déterminations  (  169  )  ;  et  on  le 
conçoit  aisément  lorsqu'on  fait  attention  que  les  expres- 

_^      m  n 

siens  \/a  et    y^ b  ,  n'étant  autre  chose  que  les  valeurs 
Elém.  d'Algèbre.  11^  édition.  Q 
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des  inconnues  x  et  j ,  dans  les  équations  à  deux  termes 

et  par  conséquent  susceptibles  de  m  et  de  n  détermi- 
nations ,  on  pourra ,  en  combinant  chacune  des  m  déter- 
minations de  X  avec  chacune  des  n  déterminations  de  j, 
obtenir  mn  déterminations  du  produit  demandé. 

Quand  il  s'agit  de  quantités  réelles ,  le  choix  n'est 
pas  embarrassant,  parce  que  le  nombre  de  détermi- 
nations de  cette  espèce  ne  surpasse  jamais  deux  (107), 
qui  ne  diffèrent  que  par  le  signe. 

174.  En  faisant  usage  de  la  transformation  du  n°  169, 
on  fait  tomber  toute  la  difficulté  sur  les  racines  de  -f-  1  , 
ou  de  —  1  ;  car  si  on  pose  x^=^cit  ^ty  =  /Si^ ,  st  et  /E  désignant 

m  B 

les  déterminations  numériques  de  \/ a ,  \/b ,  sans  égard 
au  signe ,  les  équations  • 

deviemient 

et  on  en  tire  l'expression 

dans  laquelle   a  (6  représente   le  produit  des  nombres 

m  n 

|/â,  \/b  ,  OU  la  détermination  arithmétique  de  la  racine 
du  degi'é  mn  du  nombre  a^b"^. 

Quand  on  voudra  particulariser  le  produit  des  radi- 

m  n 

eaux  \/±a  ,  \/itLb  ,  par  une  détermination  spéciale 
de  c€s  radicaux ,  il  faudra  trouver ,  d'après  les  équa- 
tions 
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m  n 

les  diverses  expressions  de  V  liii  ,    ymi  ,  et  les  com- 
biner convenablement. 

Au  reste,  ces  opérations  ne  se  présentent  guère  quo 
pour  quelques  cas  fort  simples,  dont  voici  lesprincipaux: 

l^  {/^^  X  \/^==/â  X  V/K/— i"  X  /^); 
je  supprime  le  radical  de  y — i  ,  et  j'obtiens 

V/^  X  V/^==\/^  X— 1  =  — V^^  : 

je  ne  multiplie  point  ici  —  i  par  —  i  ,  parce  que  ie 
tomberais  sur  l'ambiguité  remarquée  dans  le  n°  i/S; 
mais  j'observe  que  le  quarre  de  la  racine  quatrième 
n'est  autre  chose  que  la  racine  quarrée  ,  et  il  vient 
alors 

4-    4  4   

V/— G  X  \/—bz=\/ab  X  /— 1  : 

6   6    6    5    6    3     

30  /— ax/— ^=/ûÂX(/— 0=^=V/û^XV/^ 

(S  6  

=  ^ab  X  —  1  =  —  \/ab. 

On  trouverait  ainsi  des  résultats  alternativement  réels 
et  imaginaires. 

Du  calcul  des  exposcms  fractionnaires. 

175.  Lorsqu'on  remplace  les  radicaux  par  les  expo- 
sans  fractionnaires  qui  leur  correspondent  (iSs),  l'ap- 
plication immédiate  des  règles  des  exposans,  fournit  le? 
mêmes  résultats  que  les  procédés  usités  dans  le  calcul 
des  radicaux. 

En  effet ,  si  l'on  transforme  ,  par  exemple  , 
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on  aura       ^  ^ ,    ^        ^  , 

puis  en  observant  que  f  =  i  +  t  ,  que  par  conséquent 

a"^=û^'^^  =  aXa'  (25), 

et  que  a^  ê  J  équivaut  à  \/^^^  ,  il  viendra 

/^^  X  \/^  =  a  /Z3^% 
résultat  non-seulement  exact,  mais  encore  réduit  à  sa 
plus  simple  expression. 

m  n  

Soit   l'exemple    général   /a?6?  X   \/h'c^;   les  ra- 
dicaux proposés  se  transformeront  en 


V    f 


;t  il  viendra,  suivant  les  règles  des  exposans  (26), 


Si  maintenant  on  veut  effectuer  l'addition  des  fractiorrs 
i  -  il  faut  les  réduire  au  même  dénominateur  ; 
Tt  afin  de  donner  de  l'uniformité  aux  résultats,  il  faut 
en  faire  autant  sur  les  fractions  |^,  ^:  on  obtient  par  es 
moyen 

et  passant  aux  radicaux,  on  a 


\/^^  X  V'^'^^'^V^û"'^"'"^"^^ 
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175.  La  division  s'effectue  aussi  simplement  :  on  a  , 
par  exemple , 

ce  qui  se  réduit  à 


*t  en  passant  aux  radicaux ,  on  a 
On  a  en  général , 


ac 


p    f 


V/oP^^        a"'  Z;'"       a'"Z)'" 


et  en  réduisant  au  même  dénominateur  les  exposans 
fractionnaires ,  pour  effectuer  la  sousti'action  i/idiquée  ^ 
on  trouve 


np        nq—mr  mn      ^^^^^ 


Il  est  aisé  de  voir  que  la  réduction  des  exposans  frac- 
tionnaires au  même  dénominateur ,  remplace  ici  la  ré- 
duction des  radicaux  au  même  degré,  et  conduit  pré- 
cisément aux  mêmes  résultats  (  171  ). 

177.  Il  est  tout  aus^i  évident,  par  la  règle  du  n°  127 , 

Q3 
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que 

(m ^\         /   p\"         "P.         "^ 

et  par  celle  du  n°  129  ,  que 

n  B 

Le  calcul  des  exposans  fractionnaires  est  un  des 
exemples  les  plus  remarquables  de  l'utilité  des  signes , 
lorsqu'ils  sont  bien  choisis.  L'analogie  qui  règne  entre 
les  exposans  fractionnaires  et  ceux  qui  sont  entiers,  rend 
les  régies  qu'il  faut  suivre  dans  le  calcul  de  ceux-ci  , 
applicables  à  celui  des  autres ,  tandis  qu'il  a  fallu  des 
raisonnemens  particuliers  pour  découvrir  les  règles  du 
calcul  des  radicaux  ,  parce  que  le  signe  y  ,  qui  les 
exprime ,  n'a  aucune  liaison  avec  l'opération  qui  les  en- 
gendre. Plus  on  avance  dans  l'Algèbre ,  et  plus  on  recon- 
naît les  nombreux  avantages  qu'a  produits  dans  cette 
science  la  notation  des  exposans,  imaginée  par  Descarte^. 

Théorie  générale  des  Equations. 

178.  Les  équations  du  premier  et  du  second  degré 
sont ,  à  proprement  parler ,  les  seules  dont  on  ait  une 
solution  complète  ;  mais  on  a  découvert,  aux  équations 
de  degré  quelconque  ,  des  propriétés  générales  qui  con- 
duisent à  les  résoudre  lorsqu'elles  sont  numériques,  et 
qui  oiTrent  de  nombreuses  conséquences  pour  les  par- 
ties plus  élevées  de  l'Algèbre.  Ces  propriétés  tiennent  à 
ïjne  forme  particulière  sous  laquelle  toute  équation  peut 
se  mettre. 

En  la  supposant  aussi  générale  qu'elle  peut  l'être  , 
pour  un  degré  quelconque  ,  une  équation  doit  renfermer 
toutes  les  puissances  de  l'inconnue ,  depuis  celle  de  ce 
degré ,  jusqu'à  la  première  inclusivement ,  multipliées, 
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chacune  par  des  quantités  connues  ,    et  en  outre  un 
terme  tout  connu. 

L'équation  générale  du  cinquième  degré  ,  par  exem- 
ple ,  contiendra  toutes  les  puifsances  de  l'inconnue  , 
depuis  la  première  jusqu'à  la  cinquième  inclusivement  ; 
et  s'il  y  a  plusieurs  termes  affectés  de  la  même  puis- 
sance de  l'inconnue,  il  faudra  les  concevoir  réunis  eu 
im  seul ,  comme  on  l'a  fait  pour  ks  équations  du  second 
degré  dans  le  n°  108.  Ensuite  on  passera,  ainsi  qu'on  l'a 
fait  dans  ce  numéro ,  tous  les  termes  de  l'équation  dans 
un  seul  membre;  l'autre  sera  nécessairement  égal  à  zéro; 
et  on  rendra  le  premier  terme  positif  en  changeant,  s'il 
le  faut,  tous  les  signes  de  l'équation. 

On  aura  par  ce  moyen  une  expression  semblable  à 
la  suivante  : 

nx^  -f-  P-'^^  -|-  <7-^^  4-  rx^  -f  ^:c  4-  i  =  o , 
dans  laquelle  il  faut  bien  obsen'er  que  les  lettres  tt ,  » , 
q ,  ;•,  s  y  tj  peuvent  représenter  des  nombres  négatifs 
aussi  bien  que  des  nombres  positifs  ;  puis  divisant  tout 
par  Uj  afin  de  ne  laisser  au  premier  terme  que  l'unité 
pour  coefficient ,  et  fai^nt 

Il  n        ^       u  n  n  * 

il  viendra 

^r^  +  Px^-f  Qx^-f./?x=-f-5jc4-  T~o. 

Dorénavant  je  supposerai  qu'on  ait  toujours  pré- 
paré les  équations  ainsi  que  je  viens  de  le  faire ,  et 
je  représenterai  l'équation  générale  d'un  degré  quel- 
conque par 

La  lacune  indiquée  parles  points  se  remplit  lorsqu'on 
donne  à  l'exposant  n  une  valeur  particralière. 

Toute  quantité  ou  toute  expression,  soit  réelle ,  soit 

(i4    ' 
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imaginaire,  qui,  çiise  à  la  place  de  l'inconnue  x  dans 
une  équation  préparée  comme  ci-dessus ,  en  rend  le 
premier  membre  égal  à  zéro ,  et  par  conséquent  satis- 
fait à  la  question  ,  se  nomme  la  racine  de  V équation  pro- 
posée  ;  mais  comme  il  ne  s'agit  pas  ici  de  puissances , 
cette  acception  est  plus  générale  que  celle  que  j'ai 
donnée  jusqu'à  présent  au  mot  racine  (90,  129).    . 

179.  Voici  une  proposition  analogue  à  celles  des  nu- 
méros 1 16  et  169  ,  et  que  l'on  doit  regarder  comme  fori- 
damentale. 

La  racine  d'une  équatiofi  quelconque 

x«  4.  Px«-^  4-  Qx»^-^ -f-  Tx  4-  U  =:=  o  , 

étant  représentée  par  a ,  le  premier  membre  de  cette  équa-^ 
tion  se  divise  exactement  par  le  binôme  x  -^ —  a. 

En  effet ,  puisque  a  est  une  valeur  de  x ,  on  a  nécea-. 
sairement 

a'»  -f-  Pa'^-»  4-  Ça''-^ +  Ta  4-  f/  r=  o, 

et  pai"  conséquent 

fy^=:  — a" — Pa'-'-^  —  Ça'^-^ —  Ta; 

ensorte  que  l'équation  proposée  est  identiquement  la. 
même  que 

oc^  4-  Pjc^-i  4-  Qx''-^ "^  ^^  l  =r 

__  a^^Pa^-1  _  Qa^-^ —  J^^  j  ^^' 

et  revient  à 

^'^_-  a"  4-  P  (a;"-^— a"-')  -j-  Q  (x""^. 

..• H-Tix- 

Les  quantités 
x"  —  a"" ,    x""-'  —  a"-' ,  o;'^-^  —  a"-% x-^a, 

étant  toutes  divisibles  par  x  — •  a  (  1 58  )  ,  il  est  évident 
que  le  premier  membre  de  l'équation  proposée  aura  tous 
ses  termes  divisibles  par  cette  q[uantité,  et  sera  par  con- 


c—a)  j 
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séqiient  divisible  par  x — a,  comme  le  porte  l'énonce 
de  la  proposition  ("''). 

180.  Pour  former  le  quotient,  il  n'y  a  qu'à  substituer 
au  lieu  des  quantités 

x«  —  a",  x"-^  — a"-',  x"-^  —  a"-^, x  —  a, 

les  quotiens  qu'elles  donnent,  lorsqu'on  les  divise  par 
X  —  a ,  et  qui  sont  respectivement 

x""-'  4-  û.r«-'  -f  a=x"-^ -f-  g"-»  , 

j;'^-^  u_  ax"-^ -I-g''-^ 

x^"-3 -f  a"~^ 

4-1. 
En  ordonnant  le  résultat  par  rapport  aux  puissances 
de  X  ,  on  trouvera 

x"-'-|-ax"-^-f  o^x"-^ 4-    c"-» 

4-  i^x"-^  -f  Pcx"-3 -,t-  Pa"-* 

+  Qx''-^ -^Qa""-^ 

(*}  D'Alembei  t  prouve  la  même  proposition  ,  ainsi  qu'il  suit. 

Si  l'on  conçoit  que  le  premier  membre  de  re'qualion  proposée  soit 
diviic  par  x — a  ,  et  que  Topcration  ait  été  poussée  jusqu'à  ce  qu'on 
ïiit  épuisé  tous  les  termes  affectés  de  a:,  le  reste,  s'^il  y  en  a  un ,  ne 
pouijra  contenir  X.  En  le  représentant  par  R,  et  nommant  Q  le  quo- 
tient quelconque  auquel  on  sera  parvenu  ,  on  aura  nécessairement 

a:^  +  Px"~"' +  etc.  =  Q  (x  —  a)  -h  il. 

Or,  lorsqu'à  la  place  de  x  on  substitue  « ,  le  premier  membre  s'a- 
uéantit ,  puisque  a  est  la  valeur  de  x  ;  le  terme  Q  '^x  -^a)  s'anéanti* 
aussi ,  à  cause  du  fuctenr  a:— û  qui  devient  zéro  :  on  doit  donc  avoiî; 
/î=  o,  et  cela,  indépendamment  de  la  substitution  5  car  ce  reste  ne 
contenam  pas  x  ,  la  substitution  ne  peut  s'y  effectuer,  et  il  conserve 
apcès  ,  ia  valeur  qu'il  avait  auparavant. 

Il  suit  de  là  que ,  dans  tous  les  cas  ,  R:=o  ,  et  que  par  conséaucnî. 
a:^  +P  a;^~*  -f  Ç  «''""'" ,  etc. 
esi  divisible  exactement  par  x  —  a. 
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181.  Il  est  visible,  d'après  les  seules  règles  de  la  di- 
vision, que  le  premier  membre  de  l'équation 

x^  -f  Px^-'  -f  Qx^-^  +  etc.  =  o  , 
étant  divisé  par  a:  —  a ,  donnera  un  quotient  de  la  forme- 

■^'î  Q' i  6tc.  désignant  des  quantités  connues,  différentes 
deP,  Ç,  etc.   on  aura  donc 

x^  +  Px"-^  -f-  etc.  =r  (jc— a)  (x'^-^  4-  P'x"-^  +  etc.  )• 

et  suivant  l'observation  du  numéro  116,  l'équation  pro- 
posée se  vérifiera  de  deux  manières,  savoir ,  en  faisant 

X  —  ctz==o     ou     a:"-*  4- P'x'^"^ -j- etc.  =  o. 
Si  maintenant  l'équation 

^n-x  ^  p'x""-^  4-  etc.  —  o 

a  une  racine  è,  son  premier  membre  sera  divisible  par 
X  —  ^  ;  on  aura  encore 

et  par  conséquent 

a;''-f-P:r«->-f-etc.=:Gx— g)(:c— Z>)(x"--^-f-P"a;''-3-f-etc.) 

l'équation   proposée   pourra  donc   se  vérifier  de   trois 
manières ,  savoir ,  en  faisant 

X — 0=^0 ,  ou  X — 'bz=o ,  ou  x"—^  -{-  P"x^~^  -|-  etc.  =  o. 

Si  la  dernière  de  ces  équations  a  une  racine  c ,  son  pre- 
mier membre  se  décomposera  encore  en  deux  facteurs, 

X  — c,     x'^-34-P"'x'»-4-f  etc.  =  o, 
et  l'on  aura 

:r''  -f-  Px"^-^  -f  etc. 
=  (x— a)  {X'^b')  (x— c)  (x"-3  4-P'^x'^-4-f  etc  ); 

d'où  l'on  voit  que  l'équation  proposée  pourra  se  vérifie» 
de  quatre  manières,  savoir,  en  faisant 

a; — fl=o,  X. — b=iOy  x — c=r:o,  x'"~^-r  P'''^"""^  -f-  etc^rio. 
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En  continuant  de  raisonner  ainsi,  on  obtiendra  suc^ 
cessivement  des  facteurs  des  degrés 

n — 4>     "  —  ^i     ^  —  6,  etc.; 
et    si  chacun  de   ces  facteurs,  égalé  à  zéro,  est  sus- 
ceptible d'une  racine,  le  premier  membre  de  l'équation 
proposée  sera  ramené  à  la  forme 

(x— G)  (x  —  b)  (x  —  c)  {x—d) (:c  — /), 

c'est-à-dire  décomposé  en  autant  de  facteurs  du  premier 
degré  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'exposant  n  de  son  degré. 
L'équation 

x"  -f  Px"-'  -f  etc.  =  o , 

pourra  donc  se  vérifier  de  n  manières,  savoir ,  en  faisant 

X 0=0  ,     ou    X è=0  ,     ou  X C=0  ,      ou    X C?=:0  , 

ou  enfin  x — /r=ro. 

Il  faut  bien  remarquer  que  ces  équations  ne  doivent 
être  regardées  comme  vraies  qu'alternativement,  et  qu'on 
tomberait  dans  des  contradictions  manifestes  ,  si  l'on 
supposait  qu'elles  aient  lieu  en  même  temps.  En  eifet, 
de  X  —  a  =  o ,  on  tire  x  =  a ,  tandis  que  x  —  hz=i<:y 
conduit  àx  =  b  j  conséquences  qui  ne  peuvent  s'accor- 
der lorsque  a  et  b  sont  des  quantités  inégales. 

182.  Le  premier  membre  de  l'équation  proposée, 

x"  -\-  Px"-'  4-  etc.  =  o , 

étant  décomposé  en  n  facteurs  du  premier  degré , 

X — a,     X  —  b,     X  —  c,     X  —  d, x — /, 

jr>e  saurait  être  divisible  par  aucune  antre  expression  de 
ce  degré.  En  effet,  si  la  division  ,  par  un  binôme  x  —  :t, 
différent  des  premiers,  était  possible  ,  on  aurait 

x"  -f-Px^-^-f  etc.  =  (x— a)  (x"-^-f  px'"^---|-etc.> 
et  par  conséquent 

(x— c)  (x  — ^)  (x— c)  (x  —  d) (r— /), 

r=:(x--c4)  (x'^-'-j-px'^-^-i-etc.); 
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or  j  en   changeant  a:  en  et ,   il  vient 

(^  — g)   (a— è)   (rt  — c)    (^  — c?) (=t— 0 

z=lct  —  a,)   (  et"-'  +  p^"-^  +  etc.  ) 

le  second  membre  s'évanouit  à  cause  du  facteur  nu? 
et  —  et;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  du  premier ,  qui 
€Sl  le  produit  de  facteurs  tous  différens  de  zéro  ,  tant  qua 
Ci  diffère  de  chacune  des  racines  a  ,  b^  c,  d.  .  .  l;  la  sup- 
position n'est  donc  pas  vraie  ;  donc  u/ze  équation  d^unde-' 
gré  quelconque  ne  peut  admettre  plus  de  diviseurs  bi-^ 
nomes  du  premier  degré ,  qu'il  n'y  a  d'unités  dansVex^ 
posant  de  son  degré ,  et  ne  peut  avoir  par  conséquent 
un  plus  grand  nombre  de  racines  (*). 

i83.  En  regardafit  une  équation  comme  le  produit 
d'un  nombre  de  facteurs 

X — Gt ,  X — b,  X — c,   X — J,  etc. 

égal  à  l'exposant  de  son  degré,  elle  prendra  la  forme 
du  produit  indiqué  dans  le  n°  i35,  avec  cette  mo- 
dification que  les  termes  seront  alternativement  po- 
sitifs et  négatifs. 

Si  l'on  se  borne  à  quatre  facteurs,  par  exemple,  0!3l 
aura 

a^ — ax^ -\-abx^ — abcx  -^abcd  ■=.  o. 
—  bx'^-^acx^ — abdx 
— -cx'^-\-adx^ — acdx 
— dx'^^bcx^ — bcdx 
-j-bdx^ 
-i-cdx^ 
Les  seconds  termes  des  binômes  x — a,  x — b,  x — c,etc. 
étant  les  racines  de  l'équation,  prises  avec  un  signe  con- 
traire,  les  propriétés  remarquées  dans  le  n°  i35,  et 

(*)  Cette  dcnionslration    beaucoup   plus   simple   crue  celle  que 
j'avais  donnée  dans  les  éditions  précédentes,  est  tirée  des  Annales         _ 
de  Mathématiques  publiées  par  M.  Geirgoime.  (  VoYQz  le  T.  IV  » 
page  209 — 210,  nota.) 
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prouvée?  en  général  dans  le  u°  i3G,  auront  lieu  pour 
le   cas  actuel  de  la  manière  suivante  : 

Le  coefficient  du  second  terme ,  pris  avec  un  signe 
contraire  j  sera  la  somme  des  racines  .• 

Le  coefficient  du  troisième  teime  sera  la  soinme  des 
produits  des  racines  multipliées  deux  à  deux  : 

Le  coefficient  du  quatrième  terme ,  pris  avec  un  signe 
contraire,  sera  la  somme  des  produits  des  racines 
multipliées  trois  à  trois ,  et  ainsi  de  suite  ,  en  observant 
de  changer  le  signe  des  coefliciens  des  termes  de  rang 
pair  : 

Le  dernier  terme ,  soumis  comme  les  autres  à  cette  loi , 
sera  le  produit  de  toutes  les  racines. 

En  égalant,  par  exemple,  à  zéro  le  produit  des  trois 
facteurs 

X  —  5,  x-}-4,  ^-j-o  , 

on  formera  l'équation 

:r^-f-2x^ — 20j:  —  6o  =  o, 
dont  les  racines  seront 

-f5,     -4,     -3: 
on  aura ,  pour  leur  somme , 

5  — 4--3=z—2-, 
pour  celle  de  leurs  produits  2  à  2  , 
-f5x— 4+5X— 3— 4X--3=— 20— i5+i2=— 23, 
et  pour  le  produit  des  3 , 

-f  5X— 4X--3  =  6o. 

C'est  aussi  ce  qu'on  déduirait  des  coefficiens  2,  — 23, 
—  6o ,  en  changeant  le  signe  de  ceux  du  second  et  du 
quatrième  terme. 
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Si  on  égale  à  zéro  le  produit  des  facteurs 

X  —  2,   X  —  5eta;-f-5, 

l'équation  résultante 

X^ —  igx  +  Sorrro  , 

n'ayant  point  de  terme  alTecté  de  x^  ,  puissance  immé- 
diatement inférieure  à  celle  du  premier  terme  ,  manque 
de  second  terme ,  et  cela  parce  que  la  somme  des  ra- 
cines ,  qui ,  prise  avec  un  signe  contraire,  forme  le 
coefficient  de  ce  terme  ,  est  ici 

2  -f-5  —  5, 
ou  zéro,  ou  en  d'autres  termes,  parce  que  la  somme  des 
racines  positives  est  égale  à  celle  des  négatives  ("*'). 


(*)  On  pourrait  croire  que  pour  dccouvrir  les  racines  d'une  équa- 
tion quelconque  du  quatrième  degré 

il  suffirait  de  la  comparer  avec  le  produit  du  numéro  i83,  eu  obser- 
vant d'égaler  les  quantités  qui  multiplient  dans  l'un  et  dans  Taiure  , 
les  mêmes  puissances  de  arj  et  c'est  parla  que  la  plupart  des  auteurs 
élémentaires  pensent  démontrer  qu'une,  équation  d'un  degré  quel- 
conque est  leproduit  d  autant  de  facteurs  simples  quily  a  d'unités 
dans  ï exposant  de  son  degrp  ;  on  verra  par  ce  qui  suit  que  leur  rai- 
sonnement est  fautif.  Je  n'ai  conclu  cette  proposition  que  con- 
ditionnellement  dans  le  numéro  182  ,  parce  qu'il  faudrait,  pour  l'af- 
firmer positivement,  montrer  qu'une  équation  d'un  degré  quelconque 
a  une  racine,  soit  réelle  ,  soit  imaginaire,  ce  qui  ne  paraît  pas  facile 
à  faire  dans  les  elemens  ,  et  ce  qui  heureusement  n'est  pas  nccessai:  j 
alors  :  on  peut  d'ailleurs  voir  dans  le  Complément  les  rcflexions  qi'.t 
j'ai  rapportées  à  ce  sujet. 

Eu  formant  les  équations 

—  a  —  Z>  —  c  •—  d  =:  p 

ah  -{-  ac  -\-ad  -{-bc  -^  ôd-^cd  :=z  q 

— 'Ubc — abd — acd — hcd=.  r 

abcd  =  s 

pour  en  tirer  les  valeurs  des  lettres  a,  b,  c,  d,  qui  seraient  les  racine<» 
de  l'équation  proposte ,  le  calcul  serait  fort  complique,  si  ou  voulait 
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1S4.  Quand  on  considère  une  équation  comme  for- 
mée du  produit  de  plusieurs  facteurs  simples,   ou  du 
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du  non^cro  :8;  ma,s  si  on  multiplie  la  première  des  ëcpations  ci- 
d..sus  par  .3,  ],  seconde  par  a%  k  troisième  par  a  ,  et  qu'on  ajoute 
ces  trois  produits  avec  la  quatrième,  membre  à  membre,  on  aura 

rroù  on  conclut,  par  une  simple  transposition  , 

Cette  équation  ne  contient  plus  que  «,  mais  elle  est  entièrement  sem- 
blable a  la  proposée  :  la  difficulté  d'obtenir  a  est  donc  la  même  que 
celle  d  obtenir  x.  ^ 

Ainsi,  comme  Ta  dit  CastiUon  (Mem.  de  Berlin,  année  i-8n): 
«  Un  prouve  bien  dans  toutes  les  Algèbres,  que  par  le  produit  de  plu- 
»  sieurs  binômes  simples  on  forme  une  équation  de  tel  dej^re'  qu'on 
îJ  veut,  maison  n'a  pas  fait  voir  qu'une  équation  formée  par  la 
«  multiplication  de  plusieurs  binômes  simples,  peut  avoir  tels  coeffi- 
A»  ciens  qu'on  veut.  » 

Si,  au  Heu  de  multiplier  les  trois  premières  équations  en  a,  h,  c,  r/, 
pnr^^^  a"  et  a,  respectivement,  on  les  multipliait  par  ^3^  3=  etZ-'oJ 
par  c3,  c\c,  ou  par  d\  d%  d,  et  qu'on  ajoutât  encore  \ts  produits 
a  la  quatrième ,  on  aurait ,  dans  le  premier  cas , 

dans  le  second, 

—  c4  =  ;;c3  4.^c=+rc+j, 
dans  le  troisième  , 

—  d'^=pd-'>\.<jd-'^rd^s'^ 

d'où  il  suit  qu'on  est  conduit  à  la  même  équation,  soit  pour  avoir  a 
soit  pour  avoir  è,  etc.  En  effet,  les  quantités  û,  3,  c,  d,  étant  toutes 
disposées  de  la  même  manière  dans  chaque  équation ,  il  n'y  a  pas  de 
raison  pour  que  l'une  soit  dérenniuée  par  aucune  opération  différente 
de  celles  qui  déterminent  l'autre;  et  en  général,  si,  dans  la  re- 
clierche  de  plusieurs  quantités  inconnues ,  on  est  obligé  d'employer 
pour  chacune  les  mêmes  raisonnemens  ,  les  mêmes  opérations  et 'les 
mêmes  quantités  connues,  toutes  ces  quantités  seront  nécessaire- 
ment racines  d'une  même  équation. 
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premier  degré,  on  prouve  (182)  qu'elle  n'en  psut  avoir 
qu'un  nombre  marqué  par  l'exposant  n  de  son  degré  j 
mais  si  l'on  combine  ces  facteurs  deux  à  deux,  on  for- 
mera des  quantités  du  second  degré ,  qui  seront  aussi 
facteurs  de  l'équation  proposée ,  et  dont  le  nombre  sera 
exprimé  par 

!L(Zlrill  (140). 
1.2. 

Par  exemple  ,  le  premier  membre  de  l'équation 
x4 — ax^-\-ahx^ — abcx-^abcdz^o 
' — bx^-j-acx^ — abdx 
—  cx^-^ttàx"^ —  acàx 
' — dx'^-\-bcx'' — bcdx 
-i-bdxf 
^cdx"- 
étant  le  produit  de 

{x—a)  X  {oc^h)  X  (x^— 0  X  (^— ^, 
peut  se  décomposer  en  facteurs  du  second  degré ,  des 
six  manières  suivantes  : 

(x—a)  {x^b)  X  {oc^c)  (X— J) 
(x—a)  (x— c)  X  C^--^)  (^— ^ 
(x—a)  (x— ^  X  (^— ^)  C-^— 0 
(X— &)  (x— c)  X  {x—a)  (x— J) 
ix-^b)  (X— J)  X  (^— «)  (-^—0 
(x— c)   (x— r/)    X   (^— «)   {oc—b); 

et  il  en  résulte  qu'une  équation  du  quatrième  degi^é  peut 
avoir  six  diviseurs  du  second. 

En  combinant  les  facteurs  simples  trois  à  trois,  on 
formera  les  diviseurs  du  troisième  degré  de  la  pro- 
posée ;  pour  une   équation  du  degré /i,  le  nombre  en 

sera 

n  (n—-ï)   (n—Q.) 

1.2.3  * 

et  ainsi  de  suite. 

De 
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De  r élimination  entre  les  équations  des  degrés  supé- 
rieurs au  premier. 

185.  La  règle  du  li''  78,  ou  le  procédé  du  n"  84  > 
suffit  toujours  pour  éliminer  entre  deux  équations,  une 
inconnue  qui  n'y  paèse  pas  le  premier  degré  ,  quel 
que  soit  d'ailleurs  celui  des  autres  inconnues  ;  et  lors 
même  que  l'inconnue  ne  serait  au  premier  degré  que 
dans  l'une  des  équations  proposées,  la  règle  du  n®  78 
s'y  appliquerait  encore. 

Si  l'on  SLj  par  exemple  ,  les  équations 

Gx^  -f-  bxy  -\-  cy^  =  m^ 
x^ -{-  xy  ■:=^  n^  j 
on  prendra  dans  la  seconde  la  valeur  de_y ,  qui  sera 

7l"  —  x^ 

en  substituant  cette  valeur  et  son  quané ,  à  la  place 
dej'  et  de^^^  dans  la  première  équation,  on  obtiendra 
un  résultat  en  x  seulement. 

186.  Si  les  équations  proposées  étaient  toutes  deux 
du  second  degré ,  par  rapport  à  l'une  et  à  l'autre  des 
inconnues,  on  ne  pourrait  appliquer  la  méthode  pré- 
cédente qu'en^  résolvant  une  des  équations ,  soit  pac 
rapport  à  x ,  soit  par  rapport  ky. 

Soient,  par  exemple  ,  les  équations 
ex*  -j-  bxy  4-  cy^=im^ , 

ia  seconde  donne 

substituant  dans  la  première,  c^tte  valeur  àe y  et  son 
quari'é ,  on  obtiendra 

ax^  ±.bx  x/n^  —  oc^-i-  c (71^  —  x^)  =  7n^ 
L'objet  proposé  semble  rempli,  puisque  ce  résultat 
Eléni.  dAUèbre.  ii*  édition.  R 
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ne  contient  plus  l'inconnue  y  ,  mais  on  ne  peut  résoudre 
l'équation  en  x ,  sans  la  ramener  à  une  forme  ration- 
nelle, en  faisant  disparaître  le  radical  où  l'inconnue  se 
trouve  engagée. 

Il  est  facile  de  voir  que  si  le  radical  était  seul  dans 
un  membre ,  on  le  ferait  disparaître  en  élevant  ce  mem- 
bre au  quarré  ;  en  réunissant  donc  ,  par  la  transposition 
des  termes  :±Lbx  y  li^  —  x^  et  m^,  tous  les  termes  ra- 
tionnels dans  un  seul  membre ,  on  aura 

ax^  -f-  c(7i^  — x^)— m^=X^x  \/n^^x^  -, 
et  prenant  le  quaiTe  de  chaque  membre ,  on  formera 
l'équation 

a^x^-^c%rJ''-x''y-\'m^  1  ^^- 

'■\-Q.acx^{ji'^ — x") — 2am^x^ — Q.CTn'(ji^ — x*^)) 
qui  ne  contient  plus  de  radical. 

Le  procédé  qu'on  vient  d'employer  pour  faire  dis- 
paraître le  radical ,  doit  être  remarqué ,  parce  qu'on  a 
souvent  occasion  de  s'en  sen'ir;  il,  consiste  à  isoler  h 
radical  qu'on  veut  faire  disparaître,  et  ensuite  à  élevùr 
les  deux  membres  de  V équation  proposée  à  la  puis^ 
sance  marquée  par  le  degré  de  ce  radical. 

1 87.  La  complication  de  ce  procédé ,  qui  devient  très- 
grande  lorsqu'il  y  a  plusieurs  radicaux,  jointe  à  la  dif- 
ficulté de  résoudre  l'une  des  équations  proposées ,  piïr 
rapport  à  l'une  des  inconnues ,  difficulté  qui  est  sou- 
vent insurmontable  dans  l'état  actuel  de  l'Algèbre ,  a 
fait  chercher  une  méthode  au  moyen  de  laquelle  on 
pût  opérer  sans  cela  l'élimination  ;  «nsorte  que  i:i 
résolution  des  équations  fût  la  dernière  des  opératioi.s 
qu'exige  la  solution  des  problèmes. 

Pour  rendre  les  calculs  plus  faciles ,  on  met  les  équa- 
tions à  deux  inconnues  sous  la  forme  d'équations  à 
ime  seule,  en  ne  laissant  en  évidence  que  celle  qu'en 
veut  éliminer.  Si  on  avait,  par  exemple, 


J 


r>*  A    L    G    È    B    R    £.  259 

x^  -^  a  xy  -^  b  X  =  cy^  -\-  dy  -j-  e  ^ 

on  transposerait  tous  les  termes  dans  un  seul  membre  , 
en  les  ordonnant  par  rapport  à  a:  ;  il  viendrait 

X*  -f-  i'^y  -h^)  ^  —  ^y^  —  ^y — e  =  o , 

et  faisant  pour  abréger, 

ay-^-b^^P,     ^cy^'  —  dy  —  e^zQ, 
on  aurait  x"  -\-  P x  -\-  Q  =  o. 

L'équation  générale  du  degré  771  à  deux  inconnue» 
doit  contenir  toutes  les  puissances  de  a:  et  de  y ,  qui  ne 
passent  pas  ce  degré ,  ainsi  que  les  produits  dans  les- 
quels la  somme  des  exposans  de  x  et  de  y  ne  s'élève 
pas  au-delà  de  jn  ;  on  peut  donc  représenter  ainsi 
l'équation  générale  du   degré  m,  à  deux  inconnues: 

-f  (rt+è)')  x'^-'-i-  (c-f  Jy-f-ey  ^)  x'"-^-4-  (/-f-^J-f  hy^-i-ky^)x"'-^ 

On  ne  donne  point  de  coefficient  à  x"^  dans  cette 
équation ,  parce  qu'on  peuttoujours ,  par  la  division ,  dé- 
gager de  son  multiplicateur  tel  terme  qu'on  veut  d'un» 
équation;  et  si  l'on  fait 

<i^by=:P,  c^dy-i-ey^=.Q ,  f^gy^hy^^ky^^R , 

p-i-qy -\-uy-^-'=T,  p'-\-q'y J^^'y^^U, 

l'équation  ci-dessus  prendra  la  forme 

188.  Il  est  bon  de  remarquer  que  l'élimination  de  x 
entre  deux  équations  du  second  degré , 

:jc^  ^  Pjc-I.Q^o  ^x''-\-P' x-\-  Q'  —  Oy 

peut  s'effectuer  immédiatement  en  retranchant  la  se- 
conde équation  de  la  première.   Cette  opération  donne 

Pc    a 
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substituant  cette  valeur  dans  l'une  des  deux  équationi 
proposées ,  la  première ,  par  exemple ,  on  trouvera 

(^p^p^y  p  —  p'         '    V  —  ^> 

faisant  disparaître  les  dénominateurs,  on  aura 

(.Q-Q'y-PCP-P')<,Q-Q')+QiP-P'y=o, 

enfin  ,  développant  les  deux  derniers  termes ,  et  ré- 
duisant 

{Q-Q'y-i-ap-p')  (PQ'-çpo=o. 

Il  ne  restera  plus  qu'à  substituer  pour  P ,  Q ,  P'  et  Q\ 
les  valeurs  particulières  au  cas  qu'on  examine. 

i8g.  Avant  d'aller  plus  loin,  je  vais  montrer  com- 
ment on  reconnaît  que  la  valeur  de  l'une  'quelconque 
des  inconnues  satisfait  en  même  temps  aux  deux  équa* 
lions  proposées.  Afin  de  mieux  fixer  les  idées,  je  prendrai 
un  exemple  particulier  ;  mais  le  raisonnement  n'en  sera 
pas  moins  général. 

Soient  les  équations 

x^-^5x^y-^5xy^'-QS—o (i) 

x^'{-4xy  —  ^y'' — 10  =  0 (2) 

que  je   supposerai  données  par  une  question  d'après 
laquelle  on  doit  avoir  j'^^  3. 

Pour  vérifier  cette  dernière  assertion,  il  faut  d'abord 
substituer  3  à  la  place  dey ,  dans  les  équations  pro- 
posées ,  ce  qui  donne 

X^  -j-  Q  x^  -\-  zy  X  —  98  rr:  o (a) 

X^+  12Jt7— 28  — O (b) 

équations  qui  doivent  admettre  la  même  valeur  de  x ,  w 
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x^  +  3xy  +  oy\r—q8        x''  +  4xy—zy^  —  io 

—x^-4xy  +  2y'x+iox    X  -y 

(qy+io)a;  — ay— 10^  — 98 

+    x'y+4y'x  —  2y^  —  loy 
1"  Reste. . .. .+  (9/  +  io)x— 2/— loj— 98 

x^+4xy—  ay"—  10 

ou  bien  (^gy^-{-io)x'-i-'3Gxy^ — i8ji — iioy'' — 100 
+  4oxy 

(9y'  +  io)x  — 2/— loj/  — 98 

+  10  ry 

a;  +  38y+5oj?+98 

_j_38xy— isy— iioy— 100 

+  5oxy 
+98X 

ou  bien     (38^'4-5qy+9S)(qy+io)x — iGay^ — u/oy'f — soooy" — 1000 

— (38/+5oy+c)8)(9y^+io).r+  7'3y<^+  48ov4+3q2oy+  5oo/-+588oy+96o4 

2^  Reste BGy'' —  Ggoy+ 

+39  2oy^— i5oo/-4-588oy+86o4 
ermes  par  2,  et  rendant  le  premier 

4oy — 43o3=no, 

En  égalant  ce  reste  à  zéro,  divisant  ensuite  tous  ses  t 
positif,  il  vient 

43j6  ^  3^5^  __  jgg^^s  ^ 760;^»—  29 
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eeîle  qu'oa  a  assignée  pour  y  est  vraie.  Si  l'on  désigne'la 
valeur  de  x  par  a ,  il  faudra ,  en  vertu  de  ce  qui  a  été 
prouvé  numéro  179  ,  que  l'équation  (a)  et  l'équation  (b) 
soient  divisibles  lune  et  l'autre  par  x — <*;  elles  au- 
ront donc  un  diviseur  commun  dont  jr  —  a,  doit  faire 
partie  ;  et  en  effet ,  on  trouve  pour  ce  commun  diviseur 
a-  —  2  (^S)  :  on  a  donc  et  =  2.  Ainsi,  la  valeur j'=:  3 
convient  à  la  question,  et  correspond  à.x  =  ;i. 

S  il  restait  quelque  doute  que  le  commun  diviseur  des 
équations  (a)  et  (b)  dût  donner  la  valeur  de  x ,  on  le  lè- 
verait en  obsen-ant  que  ces  équations  reviennent  à 
(x^-f  iix-f49)  (x'— 2)=0, 
(x-f-i4)  (x  — 2)11=0, 
d'où  il  est  visible  qu'elles  sont  satisfaites  lorsque  l'on  y 
met  2  pour  x. 

190.  he  moyen  que  je  viens  d'indiquer  pom-  trouver 
la  valeur  de  x,  quand  celle  dey  est  connue,  peut 
s'appliquer  immédiatement  à  l'élimination  de  x. 

En  elTet  quand  on  opère  sur  les  équations  (1)  et 
(2)  ,  comme  pour  chercher  si  elles  ont  im  commun  di- 
viseur  en  X,  au  Heu  d'en  trouver  un  ,  on  arrive  à  un 
retyte  qui  ne  contient  plus  que  l'inconnue  y  et  des 
nombres  donnés  ;  et  il  est  é\ndent  que  si  l'on  y  met- 
tait à  la  place  dey  sa  valeur  3  ,  il  devrait  s'évanouir  , 
puisque,  par  la  même  substitution  ,  les  équations  (1)  et 
(2)  deviennent  les  équations  (a)  et  (b)  ,  qui  ont  un 
commun  diviseur.  En  égalant  donc  ce  reste  à  zéro  ,  on 
exprimera  la  condition  que  doivent  remphr  les  valeurs 
de^',  pour  que  les  deux  équations  données  puissent  ad- 
mettre en  même  temps  une  même  valeur  pour  x. 

Le  tableau  ci-joint  contient  les  détails  de  l'opération 
relative  aux  équations , 

x^ -f- 3x^^ -f  3xy  —  98  =  o 
x^-f4ry  — sy  — 10  =  0, 

R  3 
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qui  m'ont   occupé  dans   le    numéro    précédent    :    on 
trouve  pour  le  dernier  diviseur, 

et  le  reste  étant  égalé  à  zéro ,  donne 
43y^  -\-  545y^ —  igGoy^  -|-  y^oy"  —  29407  —  4^02  =  o  ; 
équation   qui  admet,  outre  la  valeur  y ^='5  indiquée 
ci-dessus ,  toutes  les  autres  valeurs  de  y  dont  la  ques- 
tion proposée  est  susceptible. 

Le  reste  ci-dessus  étant  annulé,  l'avant-dernier  reste 
devient  le  diviseur  commun  des  équations  proposées  , 
ensorte  qu'en  l'égalant  à  zéro  ,  il  donne  la  valeur  de 
X ,  lorsqu'on  y  met  celle  de  y.  Sachant,  par  exemple, 
que  ^=3,  on  mettra  ce  nombre  dans  la  quantité 

(9y-|-io):r  — 2^—107  —  98, 
qu'on  égalera  ensuite  à  zéro ,  et  il  viendra  l'équation  du 
premier  degré 

9^10: 182  =  0       ou      07  =  2. 

191.  L'opération  que  je  viens  de  faire  sur  des  équa-i 
lions  particulières,  donne  lieu  à  plusieurs  remarques  im- 
portantes. Premièrement  il  peut  arriver  que  la  valeur 
de  y  rende  nul  de  lui-même  l'avant  -  dernier  reste  ; 
alors  le  reste  précédent,  ou  celui  dans  lequel  x  entre 
au  second  degré,  deviendra  le  diviseur  commun  des  deux 
équations  proposées.  En  y  mettant  la  valeur  de^,  etl'éga- 
lant  ensuite  à  zéro ,  on  aura  une  équation  du  second  de- 
ç,Té  en  X  seul ,  dont  les  deux  valeurs  correspondront  à 
la  valeur  connue  dey.  Si  cette  valeur  rendait  encore  nul 
le  reste  du  second  degré ,  il  faudrait  recourir  au  pré- 
cédent, où  X  monterait  au  troisième  degré,  parce 
qu'il  serait ,  dans  ce  cas ,  le  diviseur  commun  des  deux 
équations  proposées;  et  la  valeur  dey  correspondrait  à 
trois  valeurs  de  x.  En  général ,  il  faudra  remonter  Jus- 
qu'à un  reste  qui  ne  s'anéantisse  point  par  la  substitutioa 
de  la  valeur  dey. 
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Il  peu*  encore  arriver  qu'on  ne  trouve  pas  de  reste , 
«u  bien  que  le  reste  ne  renferme  que  des  quantité! 
connues. 

Dans  le  premier  cas ,  les  deux  équations  ont  un  divi- 
seur commun  sans  aucune  détermination  de  y  ',  elles 
sont  donc  de  la  forme 

D  étant  le  diviseur  commun.  Il  est  visible  qu'on  satisfait 
àtontes  deux  en  même  temps,  en  faisant  d'abord  Z)=o  ; 
et  cette  équation  déterminera  l'une  des  inconnues  par 
l'autre,  quand  le  facteur  £)  les  contiendra  toutes  deux; 
mais  s'il  ne  renferme  que  des  quantités  données  et  x , 
cette  inconnue  sera  déterminée ,  et  l'autre  restera  en- 
tièrement indéterminée.  Quant  aux  facteurs  qui  ne 
contiendraient  pas  x,  on  les  obtiendrait  d'après  la 
remarque  du  n°  S'o. 

Si  on  fait  ensuite 

P  =  o,  Ç=o, 

conjointement,  on  se  procurera  encore  deux  équations, 
qui  pourront  fournir  des  solutions  déterminées  de  la 
question  proposée. 

Soit,  par  exemple , 

{ax-{-by  —  c)   (mx  +  TTy  —  J)  =  o, 
(_ax-Ç-b'y — c')    (^mx-\-ny  —  d^rrrzo^ 
en  supposant  d'abord  nul  le  second  facteur  ,  commurt- 

aux  deux  équations ,  on  n'aura  ,  entre  les  inconnues  x. 
«t  j',  que  la  seule  équation 

TTî.T?  -\-  ny  —  c?=rr  o  ; 

et-  sous  ce  point  de  vue ,  la  question  sera  indéterminée  : 
mais  en  supprimant  ce  facteur  .    on  tombera  sur   îeà, 
équations- 

flx-f3}'  — c  — o,  G'x  +  ^'y  — c'  =  o, 

ou  ax-\-byz=zCf  ax-\-h'y  z=c  ',_ 
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et  dans  ce  sens ,  la  question  sera  déterminée ,  puisqu'on 
aura  autant  d'équations  que  d'inconnues. 

Dans  le  cas  où  le  reste  ne  contient  que  des  quan- 
tités données ,  les  deux  équations  proposées  sont  con- 
tradictoires ;  car  le  diviseur  commun  qui  établit  leur 
existence  simultanée ,  ne  peut  avoir  lieu  que  par  une 
condition  qu'il  est  impossible  de  remplir  ,  puisqu'elle 
tombe  sur  des  quantités  données,  et  qu'elle  présente 
xm  résultat  absurde.  Ce  cas  se  rapporte  à  ce  qu'on  a  vu 
n^  68  pour  les  équations  du  premier  degré  (*). 

192.  Si  donc  on  a  deux  équations  quelconques, 

cc^  _|_  Px"^-'  -f-  Çx'"-*-f-  Rx  "'-2 4-  7x  -J-  L'= o  , 

x"  -f  P'x»-»  +  Q'x""-^  -}-  R'  x"-^  .  .  .  -h  r'x  -f  Z'— o, 

où  la  seconde  inconnue  j'  soit  enveloppée  dans  les  coef- 
fxciens  P  y  Q  ^  etc.  P' ,  Q' ,  etc. ,  en  cherchant  le  plus 
grand  diviseur  commun  de  leurs  premiers  membres , 
on  les  décomposera  en  d'autres  plus  simples,  ou  l'on 
parviendra  à  un  reste  indépendant  de  or,  et  qu'il  faudra 
esraler  à  zéro. 

Ce  reste  formerait  Véquation  finale  de  la  ques- 
tion proposée,  s'il  ne  contenait  point  de  facteurs  étran- 
gers à  cette  question ,  mais  le  plus  souvent  il  s'y  en  in- 
troduit par  les  polynômes  en  y  qui  multiplient  la  plus 
haute  puissance  de  x  dans  les  diverses  quantités  qu'on 
prend  successivement  pour  diviseur,  et  l'on  arrive  à  un 

(^)  On  peut  aisçnaent  conclure  de  çc  qui  précède  que  la  recherche 
de  Téquation  finale  tirée  de  deux  équations  à  deux  inconnues,  est, 
en  général,  un  problème  déterminé;  mais  lu  mcme  équation  finale 
peut  répondre  à  une  infinité  de  systèmes  d'éq'iatio?is  h  deux  incon- 
nues. En  renversant  le  procédé  par  lequel  on  obtient  leplnserand 
commun  tliviscur  de  deux  quantités,  il.  serait  extrêmement  facile 
de  former  à  volonté  ces  systèmes  ;  mais  cette  question  a  trop  peu 
d'usage  dans  les  Mathématiques  élémentaires,  pour  s'y  arrêter  ici, 
çl  pour  s'appesantir  sur  les  remarques  minutieuses  auxquelles  elle 
pourrait  donner  lieu.  Ce  sont  de  ces  o])jcts  qu'il  faut  laisser  à  la  saga- 
cité des  lecteurs  intelligens,  qui  ne  manquent  jamais  de  les  trouver 
d  eux  mêmes,  si  quelque  civconslancc  leur  en  fait  sentir  Je  K'soiî*» 


I 
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résultat  plus  compliqué  que  ne  doit  l'être  celui  qu'on 
cherche.  Pour  n'être  pas  induit  en  erreur  sur  les  valeurs 
de  V  qui  proviennent  de  ces  facteurs  ,  l'idée  qui  se  pré- 
sente d'abord  est  de  substituer  immédiatement  dans 
les  équations  proposées  chacune  des  valeurs  que  donne 
l'cquation  en  y  seul ,  car  toutes  les  valeurs  qui  font  ac- 
quérir à  ces  équations  im  commun  diviseur ,  appar- 
tiennent nécessairement  à  la  question  ,  et  les  autres 
doivent  être  exclues.  On  sent  aussi  que  l'équation  finale 
pourrait  devenir  incomplète  si  l'on  supprimait,  dans 
le  cours  du  calcul,  quelque  facteur  en^;  mais  toutes 
ces  circonstances,  qui  ont  été  discutées  par  ?»I.  Bret, 
dans  le  i5®  cahier  du  Journal  de  r Ecole  Polytechnique, 
et  par  M.  Lefébure ,  dans  le  n°  3  du  2^  volume  de  la 
Correspondance  sur  la  même  école  ,  rendent  peu  com- 
mode dans  la  pratique  l'emploi  du  procédé  indiqué  ci- 
dessus,  et  doivent  lui  faire  préférer  celui  que  je  vais 
exposer,  d'après  Euler,  dans  le  numéro  suivant. 
193.  Soient  les  deux  équations 

x^  4-  P'x^  -f-  q'x^  -f  Kx  -f-  5'  =  o  ; 
en  représentant  par  j: — et  le  facteur  qui  doit  être  com- 
mun à  l'une  et  a  l'autre,  lorsque  y  est  déterminé  con- 
venablement, on  pourra  considérer  la  première  comme 
le  produit  de  x  —  «t,  par  le  facteur  du  deuxième  de- 
gré, x'^-\-px-y-q ,  et  la  seconde  comme  le  produit  de 

X  —  6t,  par  le  facteur  du  troisième  degré . .  . 

x^ -f- p'x"^ -f- q'x -{-r  j  p  et  q ,  p' y  q'  et  r  ,  étant  des 
cœîticiens  indéterminés  :  on  aura  donc 

x^-^P'x^-\-Q'x'-\-R'x-\-S'-=z(x-cc)(ix^^p'x^-i-q'x'hr') 
En  éliminant  le  binôme  (  x  —  a  )  comme  une  inconnue 
au  premier  degré  (84)  ,  on  trouvera 
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Ce  résultat  doit  se  vérifier  sans  qu'il  t^oit  besoin  d^aa^. 
signer  à  x  aucune  valeur  particulière  •  c'est  ce  qui  ne 
p.eut  arriver ,  à  moins  que  le  premier  membre  ne  soit 
composé  des  mêmes  termes  que  le  second  ;  il  faudra 
donc ,  après  avoir  effectué  les  multiplications  indiquées, 
égaler  entre  eux  les  coefficiens  que  chaque  puissance  de 
X  aura  dans  les  deux  membres ,  et  on  obtiendra  ainsi 
les  équations  suivantes  : 

P^j/^P^-i-p  J{p'J^Qq'^p/=S'  ^R'p+Q' 

QJrPp'-^q'^Q'+P'p^q         Rq'^Qr^^S'p-^R'q 
^+  Qp'-\-Pq-}-rz=R'-i-Q'p^P'q  Rr'z=:S'q. 

Comme  ces  équations  sont  au  nombre  de  six ,  et  qu'elles 
ne  renferment  que  cinq  quantités  indéterminées, savoir, 
p ,  q ,  p\  q^  et  ?*' ,  on  pourra  chasser  ces  quantités  qui 
ne  montent  qu'au  premier  de^ré ,  et  arriver  à  une 
équation  qui,  ne  renfermant  plus  que  les  quantités  P , 
Q ,  R ,  P'  j  Q'  ^  R!  ^  et  S' j  exprimera  une  condition 
sans  laquelle  on  ne  pourrait  satisfaire  aux  conditions 
de  la  question ,  et  sera  par  conséquent  l'équation  fi- 
nale en  y  ("''), 

{*')  La  méthode  d'Eulèr,  exposée  ici,  revient  à  multiplier  chacune 
des  équations  proposées  par  un  facteur  dont  les  coefficiens  soient, 
indéterminés,  à  égaler  les  produits  ,  et  à  disposer  des  coefficiens  da 
manière  que  les  termes  afFectés  de  l'inconnue  x  se  détruisent  entre  eux. 
C'est  ainsi  qu'il  l'a  présentée  dans  son  Introduction  a  Vanalyse  des 
infinis.  L^ ,  k  désignant  l'exposant  du  degré  des  produits,  celui 
des  facteurs  se  trouve  h  — ■  »*  pour  l'équation  du  degré  tn  ,  et 
A — n  pour  celle  du  degré  n.  Le  premier  terme  de  chacun  de  ces 
facteurs  ayant  l'unité  pour  coefficient ,  l'un  contient  ^—w  coefficiens 
indéterminés,  et  l'autre  k — n.  La  somme  des  produits  renferme  un 
romhre  A  de  termes  afFectés  de  a:;  mais  il  n'en  faut  détruire  que 
^  — r  !■ ,  parce  que  celui  qui  contient  la  plus  haute  puissance  dear^ 
fc'évanouit  par  lui-même.  Il  suit  de  là  que  le  nombre  total  i,k — m—n 
des  coefficiens  indéterminés  doit  être  égal  h  ft  —  i ,  et  que  par  consé- 
quent «  =  TO  -f-  n  —  I  :  on  doit  donc  multiplier  l'équation  du  degré  ni 
par  un  facteur  du  degré  ra —  i  ,  celle  du  degré  n  par  un  facteur  du 
degré  m  —  i ,  et  égaler  les  produits  terme  à  terme,  règle  semblable 
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Si  cette  équation  se  trouvait  identique,  il  s'ensuivrait 

les  équations  proposées  auraient  au  moins  un  fac- 

de  la  forme  x  —  et,  quel  que  fùt^;  et  si  au  con- 

e  l'équation  finale  ne  comprenait  que  des  quantités 

lies  .les  équationsproposées  seraient  contradictoires. 

.  ^rsque  l'équation  finale  peut  avoir  lieu  ,  on  obtient 

e  facteur  x  —  a  en  divisant  la  première  des  équations 

proposée*    par  le  polynôme  x^  -{-px-}-  q]    on  trouve 

Jour  quotient 

x-hP  —  p. 
ît  on  néglige  le  reste,  parce  qu'il  doit  nécessairement 
?(re  nul ,  lorsqu'on  y  met  pour  y  une  valeur  tirée  de 
'équation  finale.  En  égalant  à  zéro  le  quotient  ci  des- 
sus, on  en  tire 

Bt  cette  valeur  de  xsera  connue,  ou  au  moins  exprimée 
zn  y  j  si  l'on  y  remplace  p  par  sa  valeur  déduite  des 
Équations  du  premier  degré  ,    formées   plus   haut. 
Cette    même    expression  prendra    en    général    une 

r  r        •  •  .  -^ 

forme  rractionnaire ,  ensorte  qu  on  aura  a:  =  •—  ,    ou 

Nx  —  iW=o;  et  on  voit  alors  que  les  valeurs  de  y 
qui  feraient  évanouir  simultanément  M  et  iV,  véri- 
fieraient léquation  précédente  ,  indépendamment  de  x, 
cela  viendrait  de  ce  que,  par  ces  valeurs,  les  deux 
équations  proposées  acquerraient  un  facteur  commun 
d'un  degré  plus  élevé  que  le  premier.  Il  ne  serait  pas 
difficile  de  remonter  jusqu'aux  conditions  immédiates 
qui  indiquent  cette  circonstance  ;  mais  de  semblables 
détails  passent  les  bornes  que  je  me  suis  prescrites  dans 
ce  Traité. 

àcelk  qu'on  donne  dans  le  texte.  Il  est  bon  de  remarquer  que  cett« 
premicre  mcthode  d'EuIer  contient  le  germe  de  celle  que  Bezout  a 
développée  dans  sa  Théorie  des  Equations  algébriques. 


aCS  F.    L    E    M    E    N    s 

194-  Soient  d'abord  pour  exemple  les  équations 

les  facteurs  qui  multiplient  x — a  seront  ici  du  prei 
degré,  ou  a;-f-p  et  x-f-p'  seulement: on  aura  donc 
R  =  o,  R':=Qy  S'  =  o,  7  =  0,  ^  =  0,  r  =0, 
et  il  viendra 

P^p'    =P'  +  p      )        (      p-pT   =P-P' 
Q  +  Pp'=Q'+P'p  }  ou  \P'p-Pp'=Q-<:^ 
Qp'=Q'p  S        lQ'p-^Qp'=o. 

On  tirera  des  deux  premières  équations , 

CP-P')P-(.Q-Q'). 
p—  -pzrp'  ' 

,     {P~P")P'-{Q-Q') 
P  = p—p' • 

substituant  dans  la  troisième ,  il  en  résultera 

ou        (P  -  P')  (P  Q'—  QP')  4-  (  Ç  —  Çy  =  o. 
Maintenant  si  dans  Féquation 

on  met  pour  p  sa   valeur  trouvée   ci-dessus,   il 

résultera 

'^~     p-^p"' 

ig5.  Afin  de  donner  au  lecteur  l'occasion  de  s'exerc 
j'indiquerai  les  calculs  à  faire  pour  éliminer  x  en 
les  deux  équations 

^3^Px^4.Ç:r:_|_/j~o,      x^-l-P'x^-\-Q'x'i'K= 
Dans  ce  cas ,  on  aura 

y  =  o,         r'z=:  0(195), 
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t  il  viendra  ces  cinq  équations  : 

p-j-p'  =/>'  -f-p, 

.Ç-t-Pp'  +  g'    =Q'    +Fp  +  q, 

R  +  Qp'  +  Pc/  ^R'  +  Q'p  +  P'q , 

Rp'-S.Qq'=.H'p+Q'q, 
Rq'  =  R'q, 

uxquelles  je  donnerai  la  forme  suivante  : 

Q'p  —  Qp'  -f-  P'q  -Pq'=:R^B!  ^ 
B!p  —  Rp-^Q'q-^Qq':=:o, 
Rq—Rq'—o, 

On  pourrait,  par  les  règles  du  n''  88,  tirer  immé^ 
iatement  de  quatre  quelconques  de  ces  équations  ,  les 
aleurs  des  inconnues  p  ,  p\  q  tt  q'  ;  mais  la  simplicité 
e  la  première  et  de  la  dernière  de  ces  mêmes  équations , 
ermet  d'arriver  plus  promptement  au  résultat.  Je  fais, 
our  abréger  , 

t  je  déduis  ensuite  de  la  première  et  de  la  dernière 
es  équations  proposées , 

,     .  ,       Fx'q 

P—P  —  ^y     1  =  -X'> 

uls,  substituant  dans  les  trois  autres  et  faisant  dispar- 
aître le  dénominateur  R  ,  il  vient 

(^P^-^P)Rp-^(^R  -  R')q.=zR(/^Pe)...(a), 
(Ç'-Ç)  Rp  -f  (^RP"  -  PR')  q  =  R  {e"-^Qe) .  . .  (b)  , 
{K ^R)Rp-\- {RQ'^QK)  q^^R^e (e). 

»i  maintenant  on  tire  des  équations  (a)  et  (b)  les 
aleurs  de  p  et  de  q  (88)  ,  et  qu'on  y  supprime  1>3  fac- 
eur  R  qui  sera  commua  aux  numérateurs  et  au  déns- 
iiinateur ,  oa  aura 
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P  —  {P'  —  P)  {RP'—PK)  —  (/^— ^')  (Q  — y)  ' 
(/y^P)  ^e"-Qe)R—R(e'—Pe)(iQ;-:<)2  . 

^  —  {P'^P)iRP'-'PR')  —  (K— iîO  {Q—<^)  ' 
mettant  ces  valeurs  dans  l'équation  (c) ,  on  obtiendra 
une  équation  finale  ,  divisible  par  R  et  se  réduisant  à 

^(^RQ^-QKMP'-P)  (e"-Çe)— (e'-Pe)  (Ç'-< 
^  __  i^e[(P'-P)  iRP'-PR')  -  (^-^')  (Ç'-< 
où  il  ne  reste  plus  qu'à  remplacer  les  lettrés  e,  e',  e 
par  les  quantités  qu'elles  désignent. 

iqS.  Si  on  avait  entre  les  trois  inconnues  x,y  et  z 
un  pareil  nombre  d'équations  désignéespar  (1),  (2)  et  (3) 
et  qu'on  voulût  déterminer  ces  inconnues ,  on  pourrai 
combiner,  par  exemple,  l'équation  (1)  avec  (2)  et  ave 
(3)  ,  pour  éliminer  x ,  et  chasser  ensuite  y  des  deux  ré 
sultats  qu'on  aurait  obtenus  ;  mais  il  faut  observer  que 
par  cette  élimination  successive,  les  trois  équations  prc 
posées  ne  concourent  pas  de  la  même  manière  à  fornu 
l'équation  finale  :  l'équation  (1)  est  employée  deux  foi 
tandis  que  (2)  et  (3)  ne  le  sont  qu'une  ;  et  il  arrive  de  i 
que  le  résultat  auquel  on  pan  ient ,  est  compliqué  d'u 
facteur  étranger  àla  question  (84).  Bezout,  dans  sâThéc 
rie  des  Équations  ,  a  fait  usage  d'une  méthode  qui  n'e 
point  sujette  à  cet  inconvénient,  et  par  laquelle  il proui 
aae  ledeo-ré  de  V  équation  finale  ^  résultante  de  Vélimim 
tien  entre  un  nombre  quelconque  d'équations  complète, 
renfermant  un  pareil  nombre  d'inconnues  et  de  degr 
quelconques,  est  égal  au  produit  des  exposàns  qui  ma 
.quent  le  degré  de  ces  équations.  M.  Poisson,  professe- 
à  l'Ecole  Polytechnique,  a  donné  de  la  même  propositio 
une  démonstration  plus  directe  et  plus  courte  que  ce! 
de  Bezout  :  les  notions  préliminaires  qu'elle  exige  ne  r 
permettent  pas  de  l'exposer  ici  ^  on  la  trouvera  da 
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îe  Complément  de  ce  Traité;  mais  je  ferai  remarquer 
dès  à  présent  que  cette  proposition  est  aisée  à  vérifier 
sur  les  équations  finales  rapportées  dans  les  n°'  1 94  et  1 90, 
En  supposant  complètes  les  équations  proposées  dans 
ces  numéros  ,  l'inconnue^  entre  au  premier  degré  dans 
P  et  P\  au  deuxième  dans  .  Q  et  Q',  au  troisième 
dans  R  et  R'\  il  s'ensuit  que  e  sera  du  premier  degré, 
e  du  second  degré  ,  e"  du  troisième  ,  et  que  les  termes 
du  degré  le  plus  élevé  des  produits  indiqués  dans  l'é- 
quation finale  du  n°  194,  auront  pour  exposant  4> 
ou  2.2  ,  et  ceux  de  l'équation  finale  du  n°  196  au- 
ront 9 ,   ou  3.5. 

De  la  recherche  des   racines  conimensurables  ,  et   des 
racines  égales  des  équations  numériques. 

197.  Après  avoir  fait  connaître  les  principales  pro- 
priétés des  équations  algébriques,  et  la  manière  d'en 
éliminer  les  inconnues ,  lorsqu'il  y  en  a  plusieurs ,  fe 
vais  m'occu'per  de  la  résolution  numérique  des  équations 
à  une  seule  inconnue  ,  c'est-à-dire  ,  de  la  recherche  de 
leurs  racines ,  lorsque  leurs  coeiTiciens  sont  exprimés 
en  nombres  (*). 

Je  commencerai  par  montrer  que  quand  l'équation 
■proposée  n  a  paur  coejficiens  que  des  nombres  entiers  , 
et  que  celui  de  son  premier  terme  est  l'unité,  ses  ra- 
cines réelles  ne  sauraient  s'exprimer  par  des  fractions  , 
et  ne  peuvent  être  par  conséquent  que  des  nombres  en-- 
tiers  ,  ou  des  nombres  incommensurables. 

{*)  On  n'a  point ,  pour  les  depes  supérieurs  au  quatrirœe  ,  de 
resolution  générale;  il  n'y  a  même,- à  propreincnt  pailer,  que  celle 
des  équations  du  second  degré',  que  l'on  puisse  regarder  comme  ccni- 
plète.  Les  expressions  des  racines  des  équations  du  troisième  el  du 
quatrième  degré  sont  fort  compliquées,  sujettes  à  des  exceptions, 
et  beaucoup  moins  commodes  dans  la  pratique,  que  les  procédés  que 
je  vais  donner:  on  les  trouver?»  u'yilleuis  dans  le  Complément. 
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Pour  le  prouver,  soit  l'équatioa 

dans  laquelle   on    substitue   une  fraction    irréductible 
^  à  la  place  de  x  \  elle  deviendra 

et  en  réduisant  tous  ses  termes  au  même  dénominateur. 
On  aura 

a^Jt^Pa^-^b-h  Qa^-^'h^ -^T ah''-' -{- V h^  =0 , 

ce  qui  revient  à 

û"^è(Pa«-'-f-Çû"-^è -|_ra3"-^4-L'Z)"-0=o- 

Le  premier  membre  de  cette  dernière  équation  est 
formé  de  deux  parties  entières,  dont  l'une  est  divisible 
par  b ,  et  l'autre  ne  l'est  pas  (98),  puisqu'on  suppose  la 

fraction  Y  réduite  à  sa  plus  simple  expression,  ou  que  a 

o 
et  h  n'ont  aucun  diviseur  commun  -,  l'une  de  ces  parties 
ne  peut  donc  détruire  l'autre. 

198.  C'est  d'après  cette  remarque  qu'on  a  reconnu 
l'utilité  de  faire  disparaître  les  fractions  d'une  équation, 
ou  de  rendre  ses  coefFiciens  entiers ,  mais  de  manière 
néanmoins  que  le  premier  terme  n'eu  acquière  point 
d'autre  que  l'unité  ;  et  l'on  y  parvient  en  faisant  l' mé- 
connue proposée  égale  à  une  nouvelle  inconnue  divisée 
par  le  produit  de  tous  les  dénominateurs  de  V équation  , 
puis  en  réduisant  tous  les  termes  au  même  dénomina-^ 
teur,  par  le  procédé  du  n°  62. 

Soit  pour  exemple  l'équation 

on 
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on  prendra  x  =  —^- — ,  et  mettant  cette  expression  de  x 

TTt  TZ  p 

dans  l'équation  proposée ,  on  obtiendra 


Tn^n?p^       m^n^p^       jii  ri- p    '  p 


le  diviseur  du  premier  terme  contenant  tous  les  facteurs 
des  autres  diviseurs,  on  multipliera  par  ce  diviseur,  et  ou 
réduira  chaque  terme  à  sa  plus  simple  expression  :  on 
trouvera  alors 

y^-j-a  npy"^  -\-  b  m'np-y  -\-cm^  n^p^zr:  o. 

Quand  les  dénominateurs  m ,  n ,  p  ,  ont  des  divi- 
seurs comnmns ,  ij  ne  faut  diviser  y  que  par  le  plus 
petit  nombre  qui  puisse  se  diviser  en  même  temps  par 
tous  les  dénominateurs.  Ces  simplifications  sont  trop 
faciles  à  apercevoir,  pout  qu'il  soit  besoin  de  s'y  ar- 
rêter; je  me  bornerai  seulement  à  faire  observer  que  si 
tous  les  dénominateurs  étaient  égaux  à  771 ,  il  suffirait  de 

faire  x  =zJ~. 
m 

L'équation  proposée,  qui  serait  alors 

3       ax"       bx    .    c 

m         m        m  * 

deviendrait 

m3^m3  ^m-^  m~'^* 
et  Ton  aurait 

y^  -f  ay^  -\-  b  m  y  +  m""  c  =  o. 

Il  est  visible  que  l'opération  ci  -  dessus  revient  à 
multiplier  toutes   les    racines    de    la  proposée    par  le 

nombre  m  ,   puisque  x=  ^  donney  =  77ix. 
Elém.  d'Algèbre.  11^  édition,  S 
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139.  Maintenant,  puisque  a  étant  la  racine  de  Véqua-' 
tiona;"  +  Pa:«-^4-Qx"-^ -^Tm-f-U^o ,on  a 

t/=— a"  — Pa«-^—  Ça"-=^ —  Ta  (179)  , 

il  en  résulte  que  a  est  nécessairement  un  des  diviseurs 
du  nombre  entier  U ,  et  que  par  conséquent  lorsque  ce 
nombre  a  peu  de  diviseurs ,  il  suffira  de  les  substituer 
successivement  à  la  place  de  x,  dans  l'équation  pro- 
posée, pour  reconnaître  si  elle  a  une  racine  en  nombres 
entiers  ou  non. 

Si  l'on  a,  par  exemple,  l'équation 

x^  —  ^x"^  -\-2,j  X  —  38  =  0, 
le  nombî'e  38  n'ayant  pour  diviseurs  que  les  nombres 
1,     2,     19,     58, 

on  les  essaiera,  tant  positivement  que  négativement,  et 
on  trouvera  que  le  seul  nombre  entier  -f-  2  satisfait  à 
l'équation  proposée,  ou  que  a:  =  2.  On  divisera  ensuite 
l'équation  proposée ,  par  x — -  2  ;  égalant  à  zéro  le  quo- 
tient, on  formera  l'équation 

x^-'4x-\-  19  =  0, 

dont  les  racines  sont  imaginaires  ;  et  en  résolvant  ceîle- 
ci  on  trouvera  que  la  proposée  a  trois  racines , 

a:  =  2,     a7  =  2-|-\/ — 15,     x=2 —  y — 15. 

200.  Le  procédé  que  je  viens  d'indiquer  pour  dé- 
couvrir le  nombre  entier  qui  satisfait  à  une  équation , 
devient  impraticable  lorsque  le  dernier  terme  de  cette 
équation  a  beaucoup  de  diviseurs  ;  mais  l'équation 

î/= —  G'^  —  P  a""-'  —  Q  a«~* —  Ta, 

fournit  de  nouvelles  conditions  qui  abrègent  beaucoup  le 
calcul.  Afin  de  rendre  la  méthode  plus  claire,  je  prendrai, 
comme  exemple ,  l'équation 
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a  désignant  toujours  la  racine ,  on  aura 

S  —  ^Ra  ~-Qa^-^Pa^-^a^^ 
d'où  l'on  tirera 

a  ^ 

S 
On  voitd'abord  par  cette  dernière  équation,  que  —  doit 

être  un  nombre  entier. 

Passant  ensuite  jR  dans  le  second  membre ,  il  viendra 
c 

■  abréger  — 
membres  de  l'équation 


faisant  pour  abréger \-  Rz=:R\  et  divisant  les  deux 

a 


par  a  y  on   aura 

i\ 

d'où  l'on  conclura  que  -^-  doit  encore  être  un  nombre 
a 

entier. 

Passant  Q  dans  le  premier  membre ,  faisant 

h  Q  ^==  Q)  P^^  divisant  les  deux  membres  par  a  ^ 

on  obtiendra 

a 

d'où  Von  conclura  que  --doit  être  un  nombre  entier» 
*        a 

Sa 
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Passant  enfin  P  dans  le  premier  membre ,    faisant  * 

•^  -f-P=jP',  et  divisant  par  a,  on  aura 

—  =  —1 

a 

Réunissant  les  conditions  que  je  viens  d'énoncer,  on 
verra  que  le  nombre  a  sera  la  racine  de  l'équation 
proposée ,  s'il  satisfait  aux  équations 

^-\-R=R'. 


+  Ç=Ç'> 


a 
a 


4-1  =  0, 


a 
de  manière  que  R' j  Q'  et  P\  soient  des  nombres  entiers. 

Il  suit  de  là  que,  pour  s'assurer  si  l'un  des  diviseurs  a 
du  dernier  terme  S  peut  être  la  racine  de  l'équation  pro- 
posée ,  il  faut , 

1  °.  Diviser  le  dernier  terme  par  le  diviseur  a,  et  ajouter 
au  quotient  le  coefficient  du  terme  affecté  de  x; 

2°.  Diviser  cette  somme  par  le  diviseur  a,  et  ajouter 
au  quotient  le  coefficient  du  terme  affecté  de  x^; 

3°.  Diviser  cette  somme  par  le  diviseur  a ,  et  ajouter 
au  quotient  le  coefficient  du  terme  aff^ecté  de  x^; 

4°.  Diviser  cette  somme  par  le  diviseur  a  ,  et  ajouter 
au  quotient  l'unité ,  ou  le  coeffiicient  du  terme  affecté  de 
X'*  ;  le  résultat  devra  être  égal  à  zéro ,  si  a  est  en  effvt  la 
racine. 

Les  règles  ci-dessus  conviennent  à  un  degré  quel- 
ronque,,  en  observant  que  l'on  ne  doit  trouver  zéro  pour 
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résultat  que  lorsqu'on  sera  parvenu  au  premier  terme  de 
l'équation  proposée  (*). 

201.  Lorsqu'on  applique  ces  règles   à    un  exemple 
Eumérique,  on  peut  disposer  le   calcul  de  manière  à 
faire  subir  chaque  épreuve  à  tous  les  diviseurs  du  dtr- 
aïer  terme  en  même  temps. 
Voici,  pour  l'équation 

or*  —  9x3-1-23  x= — 20  X  -f  i5  =:  o, 

îe  tableau  du  calcul  : 

+i5,  -f  5,  -f-  5,  -f  1,  —  1,  --  3,  —  5,  — 15, 

-f  1,  +  3,  -f  5,  -t-i5,  — 15,  —  5,  —  3,  —  1, 

—^9^  — ^7i  — 1^>  —  ^>  — ^^»  —25,  —23,  —21, 

—  5,-5,  4-35, 
+  i8,  +i8,  4-58, 
4-  6,  -}-i8,  -58, 
-3,-1-9,  Sj, 

—  1.  +  9.  -f-67> 
,                               c. 

Tous  les  diviseurs  du  dernier  terme  i5  sont  rangés 
par  ordre  de  grandeur ,  tant  avec  le  signe  -f-  qu'avec  le 
signe  — ,  sur  une  même  ligne  (c'est  la  ligne  des  divi- 
seurs a.  ) 

"     La  seconde  ligne  contient  les  quotiens    du    nom- 
'bre   i5,  divisé    successivement  par  tous  ses  diviseurs 

(c'est  la  ligne  des  quantités  —  j. 


;  (*)  Il  ne  serait  pas  difficile  de  s'assurer  parla  formule  des  quotiens 

S      Rf     O' 
donnée  dans  le  numéro  i8o,  que  les  quantités  —,  —  ,  —  -  ,    prises 

a       a        a 

'avec  le  signe  —,  sont,  en  commençant  par   le  dernier  terme,  les 

iciens  du  quotient  du  polynôme 

3:4  +  p  a:3  4- Q  a:' -4- ii  x  +  5 
dâvuépar  a;  — a,  et  qui  est  par  conséquent 

x^  —  --  X' X -. 

a  a  a 

S  3 
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La  troisième  ligne  a  été  formée  en  ajoutant  à  la  pré- 
cédente le   coefficient  —  20  qui  multiplie  x  (c'est   U 

S 
ligne  des  quantités  K  = h  -^)' 

La  quatrième  ligne  contient  les  quotiens  de  chaque 
nombre  de  la  précédente  par  le  diviseur  qui  lui  cor- 

c'est  la  ligne  des  quantités  — Y  On  a  néglige 

dans  cette  ligne  tous  les  nombres  qui  n'étaient  pas 
entiers. 

La  cinquième  ligne  résulte  des  nombres  écrits  dans 
la  précédente ,  ajoutés  avec  le  nombre  23  qui  multiplia 
co^  (cette  ligne  comprend  les  quantités  Q^). 

La  sixième  ligne  contient  les  quotiens  des  nombres  dd 
îa   précédente   par   le   diviseur   qui  leur   correspond , 

(elle  renferme  les  quantités  —  j. 

La  septième  comprend  les  sommes  des  nombres  de  la 
précédente  et  du  coefficient —  9  qui  multiplie  x^  (  on  y 

trouve  les  quantités—  -\-  P\ 
a 

La  huitième  enfin  s'obtient  en  divisant  chacun  des 
nombres  de  la  précédente  par  le  diviseur  correspondait 

(c'est  la  ligne  de-- J  ;  et  comme  on  ne  trouve —  1  que 

dans  la  colonne  marquée  -\-  5,  on  en  conclut  que  l'équa-^ 
tioUj^proposée  n'a  qu'une  racine  commensurable  ,  savoif 
+  3  ;  ensorte  qu* elle  est  divisible  par  x  —  3  (^).  j 

On  peut  omettre  dans  le  tableau  les  diviseurs  -f  1  et  i 
. —  1,  que  l'on  éprouve  plus  facilement  par  leur  subs-; 
titution  immédiate  dans  l'équation  proposée. 


(*}  Eu  formant  le  quotient  d'après  I9  note  prcccdenle,  on  tiouvQ 
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2C2.  Soit  encore,  pour  exemple  ,   l'écpiation 

x^  —  yx^  +  56  r=r  o. 
Après  s*être  assuré  que  les  nombres  -}-  1  et  —  i  ne 
satisfont  point  à  cette  équation,  on  formera  ,  d'après  les. 
règles  précédentes  ,  le  tableau  ci-dessous,  en  observant 
qiie  le  terme  multiplié  par  x^  manquant  à  cette  équation, 
il  doit  être  censé  avoir  o  pour  coefficient;  il  faut  donc 
supprimer  la  troisième  ligne,  et  déduire  immédiatement 
la  quatrième  de  la  seconde. 

-4-3G,-f  i8,+i2,+9,-f6,+4,+  3,4-  2,—  3.-  3,— 4,— 6,— 9,-12,— î8— 56 
•^  1,-1-  2,4-  3,4-4,4-6,4-9,4-12,-f  18,— 18,— 12,— 9,-6,— 4,—  3,—  2,—  i 

4-T,  4-  4,+  9'4-  9^4-  4.  +1 

-6,  —  3,4-  2,4-  2,-  3,  -6 

—I,  —  I,         —  1,4-  I,  4-1 
o,              o,               o. 

On  trouve  dans  cet  exemple  trois  nombres  qui  satis- 
font à  toutes  les  conditions  ,  savoir  :  -f-  6  ^  -f~  ^  et  —  2. 
Ainsi  on  obtient  par  conséquent,  en  même  temps  ,  les 
trois  racines  dont  l'équation  proposée  est  susceptible ,  et 
l'on  reconnaît  qu'elle  est  le  produit  des  trois  facteurs 
simples  x  —  S ,  x  —  3  et  o:  -}^  2. 

2o3.  Il  est  bon  d'observer  qu'il  y  a  des  équations  lit- 
térales qui  se  transforment  sur-le-champ  eu  équationi 
Humériques. 

Si  l'on  avait ,  par  exemple  , 

en  faisant j'  :=  p  x ,  il  viendrait 

p3  ^3  _|_  2  ^3  ^2  —  33  p*^  o:  -f-  1 4  P^  =  ^  > 
résultat  divisible  par  p^  ,  et  qui  se  réduit  à 
x^-^  2.x^  —  33  o:  +  1 4  =  o 
Le  diviseur  commensurable  de  cette  dernière  équation 

s  4 
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étant  X 4-7,  et  donnant  JT  ==  — 7  on  aura 

j=— 7/7. 

L'équation  en  y  est  de  celles  que  l'on  appelle  équa-' 
fions  homogènes ,  parce  qu'en  faisant  abstraction  des 
coefïiciens  numériques  ,  chacun  de  ses  termes  renferme 
le  même  nombre  de  facteurs  (*). 

2o4-  Lorsqu'on  connait  une  des  racines  d'une  équa- 
tion ,  on  peut  prendre  pour  inconnue  la  différence  entre 
cette  racine  et  l'une  quelconque  des  autres;  on  par^dent 
par  ce  moyen  à  une  équation  d'un  degré  moindre  que  la 
proposée ,  et  qui  jouit  de  plusieurs  propriétés  remar- 
quables. 

Soit  l'équation  générale 

et  soient  a.,  b ,  c,  d,  etc.   ses  racines;  en  y  substituant 
a  -^y  au  lieu  de  x,  et  développant  les  puissances  ^  on  a, 


2 


>=0. 


a^R  a^'-3j^(^m—5)R  a--4y+^!!L_£K!!L_i}/^  a^-y-^. , 


J^Ta       -i-Ty 


{*)  Les  lecteurs  qui  voudraient  plus  de  détails  sur  la  recherche  des 
dwiseurs  coniniensurables  des  équations  ,  les  trouveront  dans  la 
nie  paitie  des  ELcmens  d'jffgèhreàe  Clairaut.  Ce  Géomètre  s'est 
occupe  des  équations  littérales  aussi  bien  que  des  équations  nu- 
mériques. 
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résultat  dont  la  première  colonne  ,  semblable  à  l'équa- 
tion proposée  ,  s'évanouit  d'elle-même,  puisque  a  est 
une  des  racines  de  cette  équation;  on  peut  donc  sup- 
primer cette  colonne,  et  diviser  ensuite  parj/  tous  les 
termes  restans  :  il  vient  alors 


Cette  équation  aura  visiblement  pour  ses  m  —  i  racines 
y=^h — a,    J'  =  c  —  a,    y=^d — a etc. 

Je  la  représenterai  par 

^+^y+^y' +y-'=o (rf). 

en  faisant ,  pour  abréger , 

7na'"-»-f(m— i)Pa'"-*-f  (771— 2)()a'"-3 +  T=A 

m  (;n— Oû^^-^^-  (m— i)  (m— 2)  Pa'"-^ —B 

etc. 

et  je  désignerai  par  /^l'expression 

a^^P  ar-^  -\-  Q  aJ^-^ -f-  T  a  +  Z7. 

2c5.  Si  l'équation  proposée  a  deux  racines  égales,  si  l'on 
a,  par  exemple  ,  a=zb  ,  l'une  des  valeurs  dey,  savoir  : 
b — a,  deviendra  nulle  ;  il  faudra  donc  que  l'équation  ((/) 
soit  satisfaite  en  y  faisant  y^=Q  ;  or  cette  hypothèse 
fait  évanouir  tous  les  termes,  excepté  le  terme  tout 
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«:oiiim  A  :  ce  dernier  doit  donc  être  nul  par  luî-même  ; 
la  valeur  de  a  doit  donc  satisfaire  en  même  temps  aux 
deux  équations 

/^r=o       et       A=o. 

Quand  la  proposée  aura  trois  racines  égales  à  a,  savoir: 
a=^b=^c,  deux  des  racines  de  l'équation  (c?)  deviendront 
nulles  en  même  temps,  savoir,  b. — a  et  c — a;  dans  ce 
cas,  l'équation  (c/)  sera  divisible  deux  fois  de  suite  par 
y — o  (179)  ouj';  or  c'est  ce  qui  ne  peut  arriver  que 
quand  les  coefïiciens  A  et  B  sont  nuls  :  il  faut  donc  que 
la  valeur  de  a  satisfasse  en  même  temps  aux  trois  équa- 
tions 

r=o,       A  =  o,       B  =  o. 

En  poursuivant  ces  raisonnemens  ,  on  verra  que  lors- 
que la  prpppsée  aura  quatre  racines  égales,  l'équation 
{d)  aura  trois  racines  égales  à  zéro,  ou  sera  divisible 
trois  fois  de  suite  parjy ,  ce  qui  exige  que  les  coefïiciens 
A  ^  B  et  C ,  soient  nuls  en  même  temps,  et  que  la  valeur 
de  a  satisfasse  par  conséquent  à-la-fois  aux  qùatr© 
équations 

r—Oy         A  =  o,         B=Oy         C=o. 

Non-seulejuent  on  peut,  par  ce. moyen,  reconnaître  si 
une  racine  donnée  a  se  trouve  plusieurs  fois  parmi  celles 
de  l'équation  proposée  ;  mais  on  en  déduit  encore  un  pro- 
cédé pour  s'assurer  si  cette  équation  a  des  racines  ré- 
pétées dont  on- ignore  la^-valeur. 

Pour  cela,  il  faut  observer  que  dans  le  cas  où  l'on  a 
'^  =  o ,  ou 

on  peut  regarder  a  comme  la  racine  de  l'équatioa 

X  désignant  alors  une  inconnue  quelconque;  et  puisqua 
&  se  trouve  aussi  la  racine  de  l'équation  /^=o,  ou 
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il  suit  du  n®  189  ,  que  x — a  est  un  facteur  commun  des 
deux  équations  ci-dessus. 

Changeant  de  même  a  en  x  dans  les  quantités  B  , 
Cy  etc.  le  binôme  x  —  a  deviendra  pareillement  fac- 
teur des  nouvelles  équations  B=o ^  C~o,  etc.  si  la 
racine  a  annuité  les  quantités  primitives  B ,  C,  etc. 

Ce  que  l'on  vient  de  dire  pour  la  racine  a  convien- 
drait également  à  toute  autre  racine  qui  serait  repétée 
plusieurs  fois;  ainsi,  en  cherchant,  par  la  méthode  du 
plus  grand  commun  diviseur ,  les  facteurs  communs  aux 
équations 

V^=.Oy       ^  =  0,       B^rzo.       C=o,  etc. 
ces  facteurs  donneront  les  racines  égales  de  la  proposée, 
dans  l'ordre  suivant  : 

Les  facteurs  communs  aux  deux  premières  équations 
seulement  ,  sont  des  facteurs  doubles  de  la  proposée  , 
c'est-à-dire,  que  si  l'on  ti'ouve  pour  commun  diviseur 
entre  /^=o  et  ^=0,  une  expression  de  la  forme 
(x— «i)  (x — £)  ,  par  exemple,  l'inconnue  .x  aura 
deux  valeurs  égales  à  at ,  et  deux  autres  égales  à  ^  , 
ou  la  proposée  aura  ces  quatre  facteurs  : 

Les  facteurs  communs  à-îa-fois  aux  trois  premières 
des  équations  ci-dessus^  indiquent  des  facteurs  triples 
dans  la  proposée;  c'est-à-dire,  tjue  si  les  premiers^sont 
de  la  forme  (x  —  et)  (x  —  C),  par  exemple,  les  se- 
conds seront  de  celle-ci  :  (x' — a.y  (x — 6)^.  ■  il'  est 
facile  de  pousser  ces  considérations  aussi  loin  'qu'on 
voudra. 

soG.  Il  est  à  propos  de  remarquer  que    l'équation 
j4z=o,  qui,  par  le  changement  de  a  en  x,  devient 
T/ix'^-^-hCm— 1  )Px'"-^-f-(77i— 2)  Qx^-^  '-■"•jjt- 
se  déduit  immédiatement  de  l'équation  p^z 
la  proposée 


G 
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en  multipliant  chacun  des  termes  de  cette  dernière  par 
l'exposant  de  la  puissance  de  x  qu'il  renferme,  et  di- 
minuant ensuite  cet  exposant  d'une  unité  ;  sur  quoi  il 
faut  observer  que  le  terme  U  étant  équivalent  à  UXj^°, 
doit  s'anéantir  dans  cette  opération,  où  il  se  trouve  mul- 
tiplié par  o.  L'équation  ^  =  0  se  tire  de  ^  =  0,  comme 
^  =  0  se  tire  de  V-=^o\  C:=o  se  tire  de  B  =  o, 
comme  celle-ci  se  tire  de  J[  =  o,  et  ainsi  de  suite  (*). 
207.  Pour  éclaircir  ceci  par  un  exemple,  je  prendrai 
l'équation 

x^ — i5x^-j-6'/x^ —  l'jix^^ziSx —  108  =  0; 
l'équation  A:=o  devient  dans  ce  cas 

5x^  —  52x^-f-2oia;^  — 342x4-216  =  0; 
son  diviseur  commun  ay:ec  la  proposée  est 

.x^  —  Sx^-\-2ix — 18. 
Ce  diviseur  étant  du  troisième  degré ,  doit  renfermer 
lui-même  plusieurs  facteurs  ;  il  faut  donc  chercher  s'il 
n'en  aurait  pas  de  communs  avec  l'équation  B  =  o  ^  qui 
est  ici 

2ox^  —  1 56x^  -}-  4^2^ — 342  =  o  ; 
et  on  trouve  en  effet  pour  résultat  x  —  3  :  donc  la  pro- 
posée a  trois  racines  égales  à  3,  ou  admet  (x — 3)^  au 
nombre  de  ses  facteurs.  Divisant  alors  le  premier  di- 
viseur commun  par  x  —  3  autant  de  fois  de  suite  qu'il 
est  possible,  c'est-à-dire  deux  fois,  on.trouve  x  —  2.  Ce 
diviseur  n'étant  commun  qu'à  l'équation  proposée  et  à 
l'équation  y^  =  o,  n'entre  que  deux  fois  dans  la  pro- 


(*)  On  démontre  dans  la  plupart  des  livres  élémentaires,  mais 
fort  incomplètement,  que  le  diviseur  commun  enti'e  les  équations 
F'=  o  et  À  =  o,  contient  les  facteurs  égaux  élevés  à  une  puissance 
moindre  d'une  unité  que  dans  la  proposée  :  on  le  conclurait  facile- 
ment de  ce  qui  précède j  mais  j'ai  renvoyé  cette  proposition  au 
Complément ,  où  elle  est  prouvée  d'une  manière  qui  me  paraît 
&iinple  et  nouvelle. 
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posée.  On  voit  enfin  que  cette  équation  est  équiva- 
lente à 

(x  —  3)^  (x  —  2)^=0. 

208.  L'équation  (J)  donnant  les  différences  entre 
la  racine  b  et  chacune  des  autres ,  lorsqu'on  y  met  b 
pour  a ,  les  différences  entre  la  racine  c  et  chacune  des 
autres,  lorsqu'on  y  met  c  pour  a,  etc.  ne  changeant 
point  de  forme  par  ces  diverses  substitutions,  et  conser- 
vant les  mêmes  coefiiciens  ainsi  que  la  proposée ,  peut 
être  générahsée  de  manière  à  renfermer  toutes  les  dif- 
férences des  racines  combinées  deux  à  deux.  Pour  cela 
il  suffit  d'en  éliminer  a  au  moyen  de  l'équation 

car  le  résultat  ne  dépendant  que  des  coefficiens,  et  ne 
conservant  aucune  trace  de  la  racine  qu'on  a  considé- 
rée en  particulier ,  conviendra  également  à  toutes. 

Il  est  visible  que  l'équation  finale  doit  s'élever  au 
degré  m  (m —  1  )  ;  car  ses  racines 

a  —  by  a  —  c,  a  —  d,  etc. 
b  —  a,  b  —  c,  b  —  J,  etc. 
c  —  a,       c  —  Z),       c  —  dj       etc. 

5ont  en  même  nombre  que  les  permutations  qu'on  peut 
former  en  arrangeant,  deux  à  deux,  les  m  lettres  a,  3, 
c,  etc.  De  plus ,  puisque  les  quantités 

a  —  b  et  b  —  a,  a  —  c  et  c  —  c,  b  —  c  et  c  —  £>_,  etc, 

ne  diffèrent  que  par  le  signe ,  les  racines  de  l'équation 
seront  égales  deux  à  deux ,  abstraction  faite  du  signe  ; 
ensorte  que  quand  on  aura  y  =  et,  on  aura  en  même 
temps  y  =  —  «t.  Il  résulte  de  là  que  cette  équation  ne 
doit  renfenner  que  des  termes  où  l'inconnue  monte  à 
un  degré  pair  ;  car  son  premier  membre  doit  être  le 
produit   d'un  certain  nombre   de  facteurs  du  second 
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degré  de  la  forme 

y_,,^^(^_^)  (j/-f-^)  (i84); 
elle  sera  donc  elle-même  de  la  forme 

En  faisant  ^y^'r^z,  on  la  changera  en 

2,"-fp2i"-^  +  <72."-^ -f  i24-u=o; 

et  l'inconnue  z  étant  le  quarré  de  y,  aura  pour  valeurs 
les  quarrés  des  différences  des  racines  de  la  proposée. 

Il  est  à  propos  de  remarquer  que  les  différences 
entre  les  racines  réelles  de  la  proposée ,  étant  nécessai- 
rement réelles,  leurs  quarrés  seront  positifs,  et  que  par 
conséquent  l'équation  en  z  n'aura  que  des  racines  posi-* 
tives ,  si  la  proposée  n'en  a  que  de  réelles. 

Soit  pour  exemple  l'équation 

en  y  faisant  x=ia  -}-y ,  on  aura 

+  7 

En  supprimant  les  termes  aP  —  ya-j-y,  dont  l'ensemble 
est  nul ,  d'après  l'équation  proposée,  et  divisant  le  reste 
par  y ,  il  viendra 

Sa^  +  Scj'+y  — 7  =  o; 
tiliminant  a  entre  cette  équation  et  l'équation 

a^  — 7a-f-7=:o, 
on  aura 

y'  -  4^y^  -f  44iy  ~  49 = ^  *> 

faisant  z=y^,  il  viendra  > 

2.3  __  ^22.=^ -f  44 1  z  —  49  =  O' 

209.  La  substitution  de  a-^y  au  lieu  de  x,dsLU3 
l'équation 


h 
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ajm-f.jPx'"-^  4-  Çx'"-^  .....  4-  Uz=o  (204),. 

s'emploie  aussi  quelquefois  pour  faire  disparaître  un  des 
termes  de  cette  équation.  On  ordonne  alors  le  résultat 
par  rapport  aux  puissances  de  y  qui  remplace  l'in- 
connue X  ^  et  on  regarde  la  quantité  a  comme  une  se- 
conde inconnue ,  qu'on  détermine  en  égalant  à  zéro  le 
coefficient  du  terme  qu'on  veut  faire  disparaître  •  on  a 
de  cette  manière 

„  .  m(m — 1) 


4-  Ç^'""^ -f  Qa'"-^ 


Si  le  terme  qu'on  veut  ôter  est  le  second ,  ou  celui 
qui  est  affecté  de  j''"""^^  on  fait  Tna'\-P-=^o^  d'où  on  tire 

p 
G  =  —   — .    Substituant   cette   valeur   dans    le    ré- 

m 

sultat ,  il  ne  reste  que  les  termes  affectés  de 

ym  ^      y^-^  ^      ^''"""^        etc. 

Il  suit  de  là,  qu'on  fait  évanouir  le  second  terme 
d'une  équation  y  en  substituant  à  l'inconnue  de  cette  ^ 
équation  une  nouvelle  inconnue ,  à  laquelle  on  joint  le 
coefficient  du  second  terme  pris  avec  un  si^ne  contraire 
à  celui  dont  il  est  affecté,  et  divisé  par  l'exposant  du 
premier  terme. 

Soit  y  pour  exemple,  l'équation 

la  règle  donne 

et  substituant,  il  viendra 


o* 


y — By-f-i2y—   8 
4-6y  — 24y-f-24 
-  5y-f-  6 
+  4  , 

ce  qui  se  réduit  à 

y^  —  1  Sj»  -f-  26  r=  O, 

OU  le  terme  affecté  de  y""  n'entre  plus.  On  ferait  dis- 
paraître le  troisième  terme  (  affecté  de  j/'""*  )  ,  eiï 
égalant  à  zéro  l'assemblage  des  quantités  qui  le  mul- 
tiplient, c'est-à-dire  en  posant  l'équation 

1.2, 

En  suivant  cette  marche  ,  on  reconnaîti'a  sans  peine 
que  l'évanouissement  du  quatrième  terme  dépend 
d'une  équation  du  troisième  degré ,  et  ainsi  de^  suite 
jusqu'au  dernier,  qu'on  ne  peut  faire  évanouir  qu'en 
posant  l'équation 

absolument  semblable  à  la  proposée. 

La  raison  de  cette  ressemblance  est  aisée  à  dé- 
couvrir. Égaler  à  zéro  le  dernier  terme  de  l'équation 
en  y  y  c'est  supposer  que  l'une  des  valeurs  de  cette  in- 
connue est  zéro  ;  et  si  l'on  fait  cette  hypothèse  dans 
Y  équation  X  :=y -{- a ,  il  en  résulte  a:=:a;  c'est-à-dire 
que  dans  ce  cas  la  quantité  a  est  nécessairement  une 
des  valeurs  de  x. 

210.  On  a  quelquefois  besoin  de  décomposer  une 
équation  en  facteurs  d'un  degi"é  supérieur  au  premier  ; 
je  ne  saurais  exposer  ici  en  détail  les  divers  pro- 
cédés que  l'on  peut  employer  à  cet  effet  ;  je  don- 
nerai seulement  un  exemple  de  cette  recherche. 

Soit  l'équation 
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dont  il  faut  déterminer  les  facteurs  du  troisième  degré  ; 
je  représente  l'un  de  ces  facteurs  par 

les  coefficiensp,  ^  et  r  étant  indéterminés.  Ils  doivent 
être  tels ,  que  le  premier  membre  de  l'équation  proposée 
soit  exactement  divisible  par  le  facteur 

indépendamment  d'aucune  valeur  de  x  ;  mais  en  faisant 
actuellement  la  division ,  on  trouve  pour  reste , 

—  (p^  —  2pq  —24p  -j-r  —  12  )x* 

—  iP'q—pr—q''  —  24^7  -f.  11  )  oc 

—  (p«r— ^r  — 24r  — 7), 

expression  qui  s'annullerait  d'elle-même,  et  indépen- 
damment de  a: ,  si  l'on  y  mettait  pour  les  lettres  p  y  q  , 
et  r,  les  valeurs  qui  conviennent  à  l'état  de  la  ques- 
tion :  on  aurait  donc  alors 

p^  — 2pq  —  Q-^p-^-T — 12  =  0 

p^'q —  pr  —  q^ — 24^4-11=20 

pV  —  qr  —  24?* — 7  =  o. 

Ces  trois  équations  renferment  les  conditions  néces- 
saires pour  déterminer  les  inconnues  /7,  (/,  et  r;  et  c'est 
à  leur  résolution  que  se  réduit  la  question  proposée. 

De  la  résolution  par  approximation  des  équations 
numériques. 

211.  Après  avoir  épuisé  la  recherche  des  diviseurs 
commensurables ,  il  faut  recourir  aux  méthodes  d'ap- 
proximation ,  qui  reposent  sur  le  principe  suivant  : 

Lorsqu'on  a  trouvé  deux  quantités  qui ,  substituées 
dans  une  équation  à  la  place  de  l'inconnue ^  donnent 
deux  résultats  de  signes  contraires,  on  peut  en  conclwc 
Élém.  d'Algèbre.   i\^  édition.  T 


ago  é  L  i  M  E  N  s 

qu'une  des  racines  de  l'équation  proposée  est  comprise 
entre  ces  deux  quantités,  et  est  par  conséquent  réelle. 
Soit,  pour  exemple,  l'équation 

x^ — i3a7*-|-7^ — 1  =  0; 
si  l'on  substitue  successivement  2  et  20  à  la  place  de  jc; 
le  premier  membre,  au  lieu  de  se  réduire  à  zéro  ,  sera 
égal  à  —  3i  dans  le  premier  cas,  et  à  +  sgSg  dans  le 
second  :  on  en  peut  conclure  que  cette  équation  a  une 
racine  réelle  comprise  entre  2  et  20,  c'est-à-dire,  plus 
grande  que  2  et  moindre  que  20. 

Comme  j'aurai  souvent  besoin  d'exprimer  cette  re- 
lation, j'emploierai  les  signes  >■  et  <<  dont  se  servent 
les  algébristes  pour  marquer  l'inégalité  de  deux  gran- 
deurs, en  plaçant  la  plus  grande  des  deux  quantités 
devant  l'ouverture  du  signe,  et  l'autre  à  la  pointe. 
J'écrirai,  en  conséquence, 

a?>2 ,    pour  X  plus  grand  que  2, 
^   x<;20,  pour:r  plus  petit  que  20. 

Cela  posé,  pour  prouver  l'assertion  précédente,  on 
peut  raisonner  comme  il  suit.  En  réunissant  d'un  côté 
les  termes  positifs  de  l'équation  proposée,  et  de  l'autre 
les  termes  négatifs ,  on  a 

x^^'^x — (iSx'^-f  î)  , 

quantité  qui   s'est  trouvée   négative  lorsqu'on    a  fait 
a;=2,  parce  que,  dans  cette  hypothèse, 

x^  -f-yx  •<  i3x^-|-  1 , 

et  qui  est  devenue  positive  lorsqu'on  a  fait  0;=:  ao, 
parce  qu'alors 

x^ -{- >/ x^  iZ  x^ -^  1  ; 
^e  plus  il  est  visible  que  les  quantités 

x^-^jx        et         i3x*-f-i, 
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augmentent  chacune  de  leur  côté,  lorsqu'on  donne  à.-c 
des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes,  et  qu'en  prenant 
ces  valeurs  aussi  proches  les  unes  des  autres  qu'on 
Youdra,  on  pourra  faire  croître  les  quantités  propo- 
sées par  des  degi-es  de  telle  petitesse  qu'on  le  jugera 
a  propos.  Mais  puisque  la  première  des  quantités  ci- 
dessus ,  d'abord  plus  petite  que  la  seconde,  est  de- 
venue ensuite  plus  grande,  il  est  évident  qu'elle  a  un 
accroissement  plus  rapide  que  l'autre,  au  moyen  du- 
quel elle  compense  l'excès  que  cette  dernière  avait 
sur  elle  ,  et  la  dépasse  ensuite  :  il  y  a  donc  un  moment  où 
ces  deux  quantités  sont  égales. 

La  valeur  de  x,  quelle  qu'elle  soit  (  mais  dont  l'exis- 
tence vient  d'être  prouvée)  ,   qui  rend 

x^-f  7  X  =  10x^-1- 1 , 
donnant 

ou  JC"^^-  lOX^-j-JX lr=;0, 

est  nécessairement  la  racine  de  l'équation  proposée; 
Ce  qu'on  vient  de  voir  sur  l'équation  particulière 
oc^  —  iZx^-^-jx — 1  =:o, 

peut  s'appliquer  'à  une  équation  quelconque  ,  dont  Js 
désignerai  les  termes  positifs  par  P  ,  et  les  négatifs 
par  A^  Soit  a  la  valeur  de  x  qui  a  donné  un  résultat 
négatif,  et  b  celle  qui  en  a  donné  un  positif  ;  ces  deux 
circonstances  n'ont  pu  avoir  lieu  que  parce  que  ,  par  la 
première  substitution  ,  on  avait  P<^  A^,  et  par  la  seconde 
P^N  :P  ayant  donc  dépassé  N,  on  en  conclura,  comme 
ci-dessus ,  qu'il  existe  une  valeur  de  x  comprise  entre  a 
et  h  ,  qui  donne  P  =  N.  (*) 

(*)  Les  raisonnemeHS  ci-dessns  ,  regardes  en  général  comme  assez 
évidens,  ont  reçu  de  M.  Encontre  des  développemens  utiles  que 

Ta 
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Le  raisonnement  ci-dessus  semble  exiger  que  les  vc-* 
leurs  qu'on  donne  à  x  soient  toutes  deux  positives  ou 
toutes  deux  négatives  ;  car  lorsqu'elles  ont  des  signes 
difFére^is,  celle  qui  est  négative  fait  changer  de  signe  les 
termes  de  l'équation  proposée ,  qui  contiennent  des  puis- 
sances impaires  de  X  ,  et  par  conséquent  les  expressions 
P  et  A''ne  sont  pas  composées  de  la  même  manière  dans 
une  substitution  et  dans  l'autre.  Cette  difficulté  disparaît 
en  faisant  x  =0y  par  là  l'équation  proposée  se  réduit  à 
son  dernier  terme ,  qui  se  trouve  nécessairement  de  signe 
contraire  à  celui  du  résultat  de  la  première  ou  de  la 
seconds  substitution.  Soit,  par  exemple,  l'équation 

oc^  —  2x^  —  3x*  —  i5j:  —  5  =  0^ 
dont  le  premier  membre ,  lorsqu'on  y  fait 

je  crois  devoir  rapporter  ici  pour  les  lecteurs  qui  désireraient  dt» 
preuves  plus  détaillées. 

i**.  Voici  comment  on  peut  s'assurer  de  la  possibilité'  de  faire 
prendre  des  accroisseraens  aussi  petits  qu'on  le  voudra,  aux  polynômes 

P  et  iV.  Soit  P  =  etx"'  ■+■  Cx" -h  ^x^j  m  étant  le  plus  haut 

exposant  dex  ^  si  l'on  y  met  «  -4- j-  au  lieu  de  j:,  ce  polynôme 
prendra  la  forme  J 

A  -h  Bf  -^  Cf^ -f-7>"»,  f 

les  coefSciens^,  B,  Cf.^.T,  étant  en  nombre  fini  et  de  valeur  finie  ; 
le  premier  terme  A  sera  la  valeur  que  prend  le  polynôme  P,  lorsque 
xz=.a\  le  reste 

sera  la  qaantite'  dont  ce  même  polynôme  s'accroît  quand  on 
augmente  àe  y ,  la  valeur  x-=  a.  Cela  pose',  si  «Sde'signe  le  plus 
grand  des  coefficiens  B^   C,...  T,  on   aura 

is  H-  Cj-. . . .  +  Tr-»-'  <  ^  r  i+r  • . .  •  +jr"-'  )  i 

or 

I  +j....+  y'»-'  =  -^-^  (i58); 

donc 
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X  :=  —  1         et        X=z2  . 

devient  -f-  1 2  et  —  45-  En  supposant  07=  o  ,  il  se  réduit 
à  —  5  ;  les  deux  substitutions 

07=0         et         07=  —  1, 

donnent  donc  deux  résultats  de  signes  contraires  ;  mais 
en  mettant — y  au  lieu  de  x,  l'équation  proposée  sa 
change   en 

et  on  a 
d'où 


et  |iar  constquenî  raccroissement  dn  polynôme  P  sera  plus  petit 

qu'une    quantité  Jonnt-e  quelconque  m,  si  on  rend  -=— ^ ^^ i 

Dî  )iiidre  que  cette  quantité  :et  c'est  h  quoi  Ton  parviendra  en  faisant 

■  _      =  m  ,  parce  qu  alors  ,  y  =  — ^- ,  étant  <  i,  la  quantité 

Sy{\ — Y"^     ,    ,    .      Sr         iS'r  "?■+■'  ,        . 

'■ >  égale  à  • — ^ ■ ,  sera  nécessairement  momare 

i  —  Y  ^        ,  I — Y         I — y 

que  la  quantité  m,  dont  rien  no  limite  la  petitesse. 

"2".  Si  on  désigne  par  h  l'accroissement  du  polynôme  P  ,  par  h. 
celui  du  polynôme  iY,  le  cliangement  qui  en  résultera  dans  la  valeur 
de  leur  difFcience  sei-a  h  — k  ,  et  pourra  être  rendu  plus  petit  qu'une 
quantité  donnc'c,  en  rendant  plus  petit  que  cette  même  quantité, 
l'accroissement  qui  est  le  plus  grand  des  tieux  :  on  pourra  donc 
dans  l'intervalle  àcx-==.ah.x-=:b,  faire  changer  par  des  quantités 
aussi  petif^s  qu'on  vudra,  la  différence  des  polynômes  P  et  iV"  ; 
et  puisqu'elle  passe  du  négatif  au  potiiif  dans  cpt  intervalle,  elle 
s'approchera  nécessairement  de  zéro  d'aussi  près  qu'on  voudra. 
(  Voyez  les  Annales  (le  Mathématiques  pures  et  appliquées  ^ 
publiées  par  M.  Gergonne  ,  T.  IV  ,  pag.  210. } 

T  3 
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P<^Ny  lorsque  y  =^o  , 
P'^  N y  lor^que^  r=  i . 

On  peut  donc  raisonner  dans  le  cas  actuel  comme  dans  Is 
précédent ,  et  en  conclure  que  l'équation  eny  a  une  ra- 
cine réelle  comprise  entre  o  et  +  i  ;  d'où  il  suit  que  celle 
de  l'équation  en  a:  se  trouve  entre  o  et—  i  ,  et  par  cod'- 
séquent  entre  -f-  ^  et  —  i. 

La  proposition  que  j'ai  énoncée  ne  pouvant  pré- 
senter que  des  cas  qin  rentrent  dans  Tun  ou  l'autre 
de  ceux  que  je  viens  d'examiner  ^  est  suffisamment 
prouvée. 

212.  Avant  d'aller  plus  loin  ,  je  ferai  remarquer 
que  ,  quels  que  soient  le  degré  d'une  équation  et  ses  coef- 
flciens,  on  peut  toujours  assigner  un  nombre  qui,  substi- 
tué à  l'inconnue  y  rende  le  premier  terme  supérieur  à 
la  somme  de  tous  les  autres.  On  sent  d'abord  la  vérité 
de  cette  assertion ,  pour  peu  qu'on  ait  observé  la  marche 
que  suivent  les  accroissemens  des  diverses  puissances 
d'un  nombre  plus  grand  que  l'unité  (126),  puisque  par- 
mi ces  puissances ,  la  plus  élevée  surpasse  d'autant  plus 
celles  qui  lui  sont  inférieures,  que  le  nombre  dont  il  s'agit 
est  plus  considérable ,  ensorte  que  rien  ne  limite  l'exr 
ces  de  la  première  sur  chacune  des  autres;  de  plus,  voici 
comment  on  peut  trouver  un  nombre  qui  remplisse  la 
condition  énoncée. 

Il  est  visible  que  le  cas  le  plus  défavorable  serait  ce- 
lui où  l'on  rendrait  tous  les  coelïiciens  de  l'équation  né- 
gatifs ,  et  égaux  au  plus  grand ^  c'est-à-dire,  si  au 
lieu  de 

on  prenait 

S  désignant  le  plus  fort  des  coefficiens  P ,  Q,  . .  ,,T^l/^ 
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Le  premier  membre  de  cette  dernière  équation  étant 
mis  sous  la  forme 

x'"  — 5(x'"-r'4-ap'"-* -l-i), 

on  remarquera  que 

a;— '4.x'"-^ -f  1  =  Î!jZI  (i58)  ; 

CL  ^"~  1 

cette  expression  changera  la  précédente  en 

--•'"  ^  -,ouenx'" —  ' 


X 1  X — 1    •  X — i 

et  si  l'on  met  M  au  lieu  de  x,  il  viendra 

^'^        3/-1  ^  M-i  ' 
quantité  qu*on  rendra  évidemment  positive  ,  si  l'on  fait 

M""  =  — — , 
M—i 

^Maintenant,  si  l'on  divise  chaque  membre  de  cette 
équation  par  M"^ ,  on  aura 

i=-z-= —     OU     M=S-^i, 
M — 1 

En  substituant  donc  au  lieu  de  x  le  plusgrand  des  coefïï- 
ciens  de  l'équation  ,  augmenté  de  l'unité,  on  rendra 
le  premier  terme  plus  fort  que  la  somme  de  tous  les 
autres. 

Le  nombre  M  pourrait  être  plus  petit,  si  l'on  ne 
voulait  que  rendre  la  partie  positive  de  l'équation  pro- 
posée plus  grande  que  la  partie  négative  ;  car  il  sufH- 
rait ,  pour  cela,  de  rendre  le  premier  terme  supérieur  à 
la  somme  que  donneraient  tous  les  autres  ,  quand  même 
leurs  coefFiciens  seraient  égaux ,  non  pas  au  plus 
£^Fand  de  tous ,   mais  seulement  au  plus   grand  des 

T4 
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coefïiciens  négatifs  :  on  n'aurait  donc  qu'à  prendre 
pour  M  ce  coefficient  augmenté  de  l'unité  ("^). 

Il  suit  de  là  que  les  racines  positives  de  l'équation 
proposée  sont  nécessairement  comprises    entre    o    et 

On  peut  aussi  découvrir  par  le  même  moyen  une 
limite  des  racines  négatives;  il  faut  pour  cela  substituer 
— y  au  lieu  de  x,  dans  l'équation  proposée ,  et  faire  en- 
fcorte  derendre  le  premier  terme  positif,  s'il  devient  né- 
gatif (178).  Il  est  évident ,  par  cette  ti'ansformation,  que 
îes  valeurs  positives  de  j' repondent  aux  valeurs  négatives 
de  X,  et  réciproquement.  SiR  est  le  plus  grand  coefficient 
négatif  après  ce  changement,  R-j-  i  sera  une  limite  des 
valeurs  positives  de j;  par  conséquent —  R  —  1  sera  celle 
des  valeurs  négatives  de  x. 

Enfin  si  l'on  voulait  obtenir  pour  la  plus  petite  des  ra- 
cines une  limite  plus  approchante  que  zéro  ,  on  y  par- 
viendrait en  substituant-  à  la  place  de  x  dans  l'égua- 

tion  proposée  ,  et  en  préparant  la  transformée  en  y  , 
comme  on  l'a  prescrit  dans  le  n°  178.  Les  valeurs  de  jy 
étant  inverses  de  celles  de  a: ,  la  plus  grande  des  pre- 
mières correspondrait  à  la  plus  petite  des  secondes ,  et 
réciproquement.  Si  donc  ^-f-i  désignait  la  limite  su- 
périeure des  valeurs  de^  ,  ou  qu'on  eût 

y<s'  +  i, 

ce  qui  donnerait 


(*)  On  trouve  dans  la  Résolution  des  équations  numériques  par 
Lagrange,  des  formules  qui  donnent  des  limites  plus  resserrées  , 
jiiais  ce  que  j'ai  dit  ci-dessus  suffit  pour  rendre  indépendantes  de  la 
considéraiion  de  l'infini,  les  propositions  fondamentales  de  la  re'so- 
iuliou  des  équations. 
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il    en  résulterait  successivement 

En  effet ,  il  est  facile  de  voir  qu'on  peut,  sans  troubler 
l'ordre  de  grandeur  de  deux  quantités  séparées  par  des 
signes  ><ou>,  Jes  multiplier  ou  les  diviser  par  une  même 
quantité;  et  qu'on  peut  aussi  ajouter  ou  soustraire  la 
même  quantité  de  chaque  côté  des  signes  ^  et  <^  ,  qui 
jouissent  à  cet  égard  des  mêmes  propriétés  que  le  signe 
d'égalité. 

210.  Il  suit  de  ce  qui  précède,  que  toute  équation 
de  degré  impair  a  nécessairement  une  racine  réelle  d'un 
sis:ne  contraire  à  celui  de  son  dernier  terme  ;  car  si  on 
prend  le  nombre  M  tel ,  que  le  signe  de  la  quantité 

ik/'"  +P  M'"-^-f-  QM'"-* '\'TM±.  U 

ne  dépende  que  de  celui  de  son  premier  terme  M"* , 
l'exposant  m  étant  impair ,  le  terme  M'"  sera  de  même 
signe  que  le  nombre  M  (128).  Cela  posé  ,  si  le  dernier 
terme  U  a  le  signe  -}-  ,  et  qu'on  fasse  xr= —  il/,  on 
aura  un  résultat  de  signe  contraire  à  celui  que  donne  la 
supposition  de  a;  =  o  ;  d'où  on  voit  que  la  proposée  a 
une  racine  entre  o  et — M,  c'est-à-dire  négative.  Si 
le  dernier  terme  U  a  le  signe  — ,  on  fait  alors  x  =  -\-  M', 
il  vient  un  résultat  de  signe  contraire  à  la  supposition 
de  x=z  o;  et  dans  ce  cas,  la  racine  se  trouve  entre  o 
et-j-M,  c'est-à-dire  positive. 

21 4-  Lorsque  l'équation  proposée  est  d'un  degré 
pair,  le  premier  terme  il/'"  restant  positif,  quelque  signe 
qu'on  donne  à  il/,  on  ne  peut  s'assurer  ,  par  ce  qui  pré- 
icède  ,  de  l'existence  d'une  racine  réelle^  si  le  dernier 
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terme  a  le  signe  +,  puisque,  soit  qu'on  fasse  a:  ==-o ," 
oux=zdzM,  on  a  toujours  un  résultat  positif;  mai» 
quand  ce  terme  est  négatif,  on  trouve,  en  faisant 

^=4--^^         07  =  0,  x^Z'—M, 

trois  résultats  affectés  respectivement  des  signes +  ,  — 
et  -f-,  et  par  conséquent  l'équation  proposée  a  au  moins 
deux  racines  réelles  dans  ce  cas,  l'une  positive,  com^ 
prise  entre  ilf  et  o ,  l'autre  négative  ,  comprise  entre  o  et 
—M  :  donc  toute  équation  de  désiré  pair  ^  dont  le  dernier 
terme  est  négatif,  a  au  moins  deux  racines  réelles ,  l'une 
■positive  et  l'autre  négative. 

21 5.  Je  viens  maintenant  à  la  résolution  des  équa-- 
tionspar  approximation,  et  afm  de  rendre  plus  clair  ce 
que  j'ai  à  dire  sur  ce  sujet,  je  prends  d'abord  u!i 
exemple.  Soit  l'équation 

x^  —  407^  —  3x-f.27=o-, 

son  plus  grand  coefficient  négatif  étant — 4,  il  suit  du 
n°  212  que  sa  plus  grande  racine  positive  sera  moindre 
que  5.  En  y  substituant  —  J^  au  lieu  de  x  y  elle 
devient 

^^-f-4y-f-  '5y  -}-  27=  o  ; 

et  ce  résultat  ayant  tous  ses  termes  positifs ,  montre 
que^  doit  être  négatif,  d'où  il  suit  que  x  est  nécessai- 
rement positif,  et  que  l'équation  proposée  ne  saurait 
avoir  de  racines  négatives  :  les  racines  réelles  sont  donc 
comprises  entre  o  et  -f-5. 

La  première  méthode  qui  se  présente  pour  parvenir  à 
des  limites  plus  approchées ,  consiste  à  supposer  succès-* 
sivement 

37=1,     a:r=:2,     x^=.'5  y     orr— 4; 
«t  û  deux  de  ces  nombres ,  substitués  dans  l'équation 
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proposée ,  donnent  des  résultats  de  signes  contraires  , 
ils  seront  de  nouvelles  limites  des  racines.  Or  ,  en 
faisant 

X  =  1  j  son  premier  membre  devient  -f"  21 , 

X  =  2 -|-    5 , 

X  =z5 —    9 , 

07  =  4 4-^5; 

on  voit  donc  que  cette  équation  a  deux  racines  réelles, 
l'une  comprise  entre  2  et  3 ,  et  l'autre  entre  5  et  4-  Pour 
approcher  encore  plus  de  la  première,  on  prendra  le 
milieu  entre  les  deux  nombres  qui  la  renferment ,  ce  qui 
donnera  2,5  (^'/f/zm.  12  9);  on  supposera  ensuite  xnz:2, 5: 
le  résultat  de  cette  substitution ,  qui  est 

+  39,0625 —  62,5  —  7,5+  27  =  —  0,9375, 

fait  voir,  puisqu'il  est  négatif,  que  la  racine  cherchée 
est  entre  2  et  2, 5. Prenant  le  milieu  de  ces  deux  nombres, 
il  viendra  2,25;  en  se  bornant  à  a:  =  2,3,  on  aura  la 
racine  cherchée  ,  à  moins  d'un  dixième  près  de  sa  valeur, 
et  on  en  approchera  très-rapidement  par  le  procédé  sui- 
vant, du  à  Newton. 

On  fera  xc=:2,3  -^y  ;  il  est  évident  que  l'inconnue^ 
ne  sera  qu'une  petite  fraction  dont  on  pourra  négliger  le 
quarré  et  les  puissances  supérieures  :  on  aura  de  cette 
manière 

x^=  (2,3^4-4(2,3)^3' 
-4  ^'  =  -4  (2,3)3 -12  (2,3)^3. 
—  3  a;   =—3  (2,3)  — 3j; 

par  ces  substitutions,  l'équation  proposée  deviendra 

--  0,5839  — 17,812^=0, 

et  donnera 
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—  _  ^,5839^ 
*^  17,812 

Dar.s  cette  première  opération,  on  n'ira  pas  au-deladea 
centièmes  -,  et  il  en  résultera 

j)' ==  —  Ojo3  et  X  =  2,3 — 0,03  =  2,27. 

Pour  obtenir  une  iiouvelle  valeur  de  x  plus  exacte  que 
la  précédente  ,  m  siip^osera  07  =  2,27  -{-y'  ;  et  en  subs- 
tituant dans  l'équatioa  proposée  ,  on  ne  tiendra  compte 
que  des  premières  puissances  àe y\  On  trouvera 

—  0,04535359  —  i8,o46468y  =  o, 
d'où 

,  o,c/5q535q 

-y  =- 18,045468  =-°>*°^^- 

et  par  conséquent  07  =  2,2675.  On  peut,  en  conti- 
nuant ce  procédé,  approcher  aussi  près  qu'on  voudra 
de  la  vraie  valeur  de  07. 

La  seconde  racine  réelle,  comprise  entre  3  et  4  ,  cal- 
culée de  cette  manière  ,  sera 

0:=  3,6797, 

en  s'arr étant  à  la  quatrième  décimale. 

216.  On  appréciera  l'exactitude  de  la  méthode  que 
je  viens  d'exposer,  en  cherchant  la  limite  des  valeurs 
des  termes  qu'on  néglige. 

Si  l'équation  proposée  était 

x"*-f-Px'"-^-|-Çx'"-^ . +  Tx-h  U  =  c, 

la  substitution  de  a-\-y ,  au  lieu  àex,  donnerait  pour 
résultat  le  premier  de  ceu:?  que  j'ai  trouvés  dans 
le  n°  204,  parce  que  a  n'étant  pas  la  racine  de  l'équa- 
tion ,  mais  seulement  une  valeur  approchée  de  x,  ne 
rend  pas  nulle  la  quantité 

^m  _j_  p^m-x  _|.  Qa^-^ -\-Ta-i-U, 
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En  représentant  cette  dernière   par  V ^   on  aura ,  au 
ieu  de  l'équation  (u)  du  n°  cité  ,  la  suivante, 

r  -f-  —  y  4-  —  y  H — ^  y -f- y"=o, 

1-^1.2*^      '1.2. 3-^  '-^  ' 

de  laquelle  on  tirera 

1.2"^  1.2.0-^  -^      » 

■^  ^        1.2^        1.2.3^ A* 

En  négligeant  les  puissances  de  j',  supérieures  à  la 
première ,  on  s'arrête  à 


^=-z 


et  l'erreur  est 


1 .  Q.A       1.2. 3^ A* 

Si  a  ne  diffère  de  la  yraie  valeur  de  x  que  d'une 

quantité  moijidre  que -a,  l'erreur  ci-dessus  deviendra 

moindre  que  le  nombre  qu'on  obtiendrait  en  y  mettant 

-  a  au  lieu  de  y,  ce  qui  donnerait 
? 

""  îTô^?  \p)        1.2. 5  A  \p) 'Â  \pj  " 

En  calculant  cette  quantité ,  on  s'assurera  si  elle  peut 

être  négligée  vis-à-vis  de  -j   et  si  on  la  trouvait  ti'op 

considérable  pour  cela ,  il  faudrait  chercher  pour  c  un 
nombre  plus  près  de  la  vi'aie  valeur  de  x. 
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Au  reste,  lorsqu'on  a  calculé  plusieurs  des  nombres^; 
y'  )  y"  i  etc.,  et  que  les  résultats  obtenus  forment  une 
suite  décroissante ,  l'approximation  ne  saurait  être  dou- 
teuse. 

217.  La  méthode  dont  je  viens  de  faire  usage,  est 
connue  sous  le  nom  de  Méthode  des  Substitutions  suc- 
cessives. Lagrange  l'a  considérablement  perfectionnée. 
(Voyez  la  Résolution  des  Equations  numériques.  )  Il  a 
d'abord  remarqué  qu'en  ne  substituant  que  des  nombres 
entiers  ,  on  pouvait  passer  au-delà  de  plusieurs  racines 
sans  les  apercevoir.  En  effet,  si  on  avait,  par  exemple, 
l'équation 

(^-t)  (^-i)  C^~3)  (x-4)  =  o  ,     . 

et  qu'on  substituât  au  lieu  de  jc ,  les  nombres  0,1, 
2  ,  3,  etc. ,  on  passerait  au-delà  des  racines  \  et  ~  sans 
en  reconnaître  l'existence,  car  on  aurait 

(o-î)  (°-î)  (0—3)  (0-4)  =  +  T  X  I X  3  X  4 
0-D(— 9('-3)0-4)=+ÏXîX3X3, 

résultats  de  même  signe.  Il  est  facile  de  voir  que  cette 
circonstance  tient  à  ce  que  la  substitution  de  1  au  lieu 
de  X,  fait  changer  en  même  temps  de  signe  aux  deux  fac- 
teurs X  —  3  et  X  —  {-,  qui,  de  négatifs  qu'ils  étaient  lors- 
qu'on mettait  o  à  la  place  de  jr,  deviennent  tous  deux 
positifs  j  mais  si  l'on  eut  remplacé  x  par  un  nombre  com- 
pris entre  |  et  ^,  le  facteur  x — |  seul  aurait  changé 
de  signe ,  et  on  aurait  obtenu  un  résultat  négatif. 

On  tombera  nécessairement  sur  un  pareil  nombre  en 
substituant ,  au  lieu  de  x ,  des  nombres  dont  la  diffé- 
rence soit  moindre  que  celle  des  racines  |  et  {.  Si  par 
exemple  on  fait  les  substitutions  ^,  y,  | ,  y,  ^  ,  etc.  , 
on  trouvera  deux  changemens  de  signe. 


d'  À    L    G    E    B    R    E.  5o5 

On  pourrait  objecter  à  l'exemple  ci-dessus,  que  lors- 
qu'on a  Fait  disparaître  les  coefTiciens  fractionnaires 
dune  équation,  elle  ne  peut  avoir  pour  racines  que  des 
nombres  entiers  ou  irrationnels,  et  non  pas  des  fractions j 
mais  il  est  facile  de  voir  que  les  nombres  irrationnels , 
qu'on  a  remplacés  ici  par  des  fractions,  pour  plus  de  sim- 
plicité, peuvent  différer  de  moins  que  l'uinté. 

En  général,  les  résultats  seront  de  même  signe  toutes 
les  fois  que  les  substitutions  changeront  le  signe  d'un 
nombre  pair  de  facteurs  (*).  Pour  obvier  à  cet  inconvé- 
nient, il  faut  mettre  entre  les  nombres  à  substituer, 
depuis  la  plus  petite  limite  jusqu'à  la  plus  grande,  une 
différence  moindre  que  la  plus  petite  des  différences 
que  peuvent  avoir  entre  elles  les  racines  de  l'équation 
proposée;  par  ce  moyen  les  substitutions  tomberont  né- 
cessairement entre  les  racines  consécutives ,  et  ne  feront 
changer  de  signe  qu'à  un  seul  facteur.  Cette  opération 
n'exige  pas  qu'on  connaisse  la  plus  petite  différence  des 
racines ,  mais  seulement  qu'on  ait  une  limite  au-dessous 
de  laquelle  elle  ne  saurait  tomber. 

Pour  se  procurer  cette  limite,  on  formera  l'équation 
au  quarré  des  différences  des  racines  (208). 

I.  Soit 
2."  4- p  2"-' +  92,"-^ -f-^z-}-u  =  o (D), 

cette  équation  :  pour  obtenir  la  plus  petite  limite  de  ses 
racines  ,  on  fera  (2 1 2)  z  =::=  - ,  et  il  viendra 

JL-L-p-i— -f-^-i-  ....  'i-t-+u=zo, 
OU,  en  réduisant  tous  les  termes  au  même  dénominateur, 

(*)  Il  n'est  donc  pas  possible  de  découvrir  par  ce  procédé  les  ra- 
cines égales,  lorsqu'elles  sont  en  nombre  pair  j  mais  alors  on  eui ploie 
celui  du  n*'  2o5< 
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1  -^-pv-^-q  v"" +t  i/"~^  -|-  u  v«  =  o , 

puis  en  dégageant  i/", 

'   u  u       *  u  u 

et  si-  désigne  le  plus  grand  coefïicient  négatif  de  cette 
u 

équation,   on   aura 

1 


^+^ 


<z. 


Il  ne  faut  considérer  ici  que  la  limite  positive ,  la  seule 
qui  se  rapporte  aux  racines  réelles  de  la  proposée. 

Connaissant  la  limite 

1      u 

u 

moindre  que  le  quarré  de  la  plus  petite  différence  des 
racines  de  la  proposée ,  on  en  extraira  la  racine  quarrée, 
ou  du  moins  on  prendra  le  nombre  rationnel  immédiate- 
ment au-dessous  de  cette  racine;  ce  nombre,  que  je 
désignerai  par  kj  marquera  l'intervalle  qu'il  faudra 
mettre  entre  chacun  des  nombres  à  substituer.  On  for- 
mera ainsi  les  deux  suites 

o,  -f  A,   -|-2^,    4-3^,   etc. 
— /:,   — s/j,   —'5k,  etc. 


desquelles  on  ne  prendra  que  les  termes  compris  entre 
les  limites  de  la  plus  petite  et  de  la  plus  grande  des 
racines  positives ,  et  entre  celles  de  la  plus  petite  et  de 
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la  plus  grande  des  racines  négatives  de  l'équation  pro- 
posée. Les  changeraens  de  signe  qu'offrira  la  série  des 
résultats  obtenus  par  la  substitution  de  chacun  de  ces 
nombres  à  la  place  de  x^  dans  Téquation  proposée  ,  ma- 
nifesteront ses  diverses  racines  réelles,  soit  positives, 
soit  négatives. 

218.  Soit  pour  exemple  l'équation 

x3— 7^  +  7=0; 

qui  m'a  conduit;  dans  le  n°  208 ,  à  l'équation 

z^  —  422^  +  4412;  —  49  =  o  ^ 

en  faisant  z  ^=  -  ^  et  en  ordonnant,  par  rapporta  f , 
le  résultat  de  cette  substitution ,  on  a 

4îi  49 

d*où  l'on  tire 

il  faudra  donc  prendre  A  =  ou  <[ On   satisferait 

y  10 

à  cette  condition  en  prenant  A= -;   mais   il  suffit  de 

supposer  ft=:  =;  car  en  mettant  9  à  la  place  de  v,  dans 

l'équation  précédente,  on  obtient  un  résultat  positif,  et 
qui  ne  peut  devenir  que  plus  grand  lorsqu'on  donnera 
à  V  une  valeur  plus  considérable,  puisque  les  termes  ir^ 

et  Qi/*  se  détruisent  déjà ,  et  que  -j-v  l'emporte  sur  — -. 

49  49 

La  plus  grande  limite  des  racines  positiyea  de  l'équa- 
tion proposée 

xS-- 70?  4. 7  =  0, 
Elém.  d'Algèbre,  i l'édition»  x  \ 
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est  8 ,  et  celle  des  racines  négatives  est-— 8  ;  on  aura  donc 
à  substituer  pour  x  les  nombres 

12        5        4  £4 

°'o'      3'      3*      3' 3' 

1234  ^4 


On  peut  éviter  les  fractions  en  faisant  a:=  -^•,  car 

alors  les  différences  entre  les  valeurs  de  x\  seront  triples 
de  celles  qui  se  trouvent  entre  les  valeurs  de  a? ,  et  sur- 
passeront par  conséquent  l'unité  :  il  n'y  aura  plus  qu'à 
substituer  successivement 

o,      1,     2,     o, 24, 

—  1,— 2,—3, —24, 

dans  l'équation 

Les  signes  des  résultats  changeront  de  +  4  ^  "f-  5,  de  -f-  5 
à-|-  6,  et  de  —  9a  —  lOj  ensorte  qu'on  aura  les  valeurs 
positives. 

>d'où<(  ^         ^ 

a:'>5et<GJ  |x>2et<2 

et  la  valem'  négative  de  x'  tombant  entre —  9  et  —  10, 

11     1  Q  10 

celle  de  x  sera  entre  —  ■=  et =-. 

o  û 

Connaissant  maintenant  les  diverses  racines  de  l'è- 
€]uation  proposée,  à  moins  de  j  près,  on  pourrait  en 
approcher  davantage,  comme  dans  le  numéro  2i5. 

219.  Ce  qu'on  a  pratiqué  sur  l'exemple  du  n°  2i5  et 
sur  celui  du  numéro  précédent,  s'appliquera  à  une  équn- 
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lion  d'un  degré  quelconque,  et  fera  connaître  les  valeurs 
approchées  de  toutes  les  racines  réelles  de  cette  équa- 
tion. On  ne  saurait  disconvenir  néaiimoins  que  le  calcul 
ne  devienne  pénible,  lorsque  l'équation  proposée  s'élève 
un  peu  haut  ;  mais  dans  beaucoup  de  cas  il  ne  sera  pas 
nécessaire  d'avoir  recours  à  l'équation  (Z))  ,  ou  bien  ou 
y  suppléera  par  des  moyens  qud  l'étude  des  branches 
ultérieures  de  l'Analyse  fera  connaître  (*) . 

Je  ferai  remarquer  cependant  que  les  substitutions 
successives  des  nombres  0,1,2,3,  etc.  à  la  place  de 
a  ,  offrent  souvent  des  indices  sufTisans  pour  faire 
.soupçonner  l'existence  des  racines  dont  la  différence 
est  moindre  que  l'unité.  Dans  l'exemple  qui  m'occupe, 
elles  donnent  les  résultats 

4-7.     +1,     -fi,     -J-i3, 

qui  redeviennent  croissans  après  avoir  décru  de  -f  ^  à 
-f  1 .  Cette  marche  rétrograde  porte  naturellement  à 
croire  qu'entre  les  deux  nombres  -f-  1  et  -f-  2  ,  il  tombe 
deux  racines ,  ou  égales ,  ou  presque  égales.  Pour  véri- 
fier ce  soupçon,  il  faut  multiplier  l'inconnue.  En  faisant 

y 
X  =  -ï^,  on  trouve 
10 

j3__7coj  4-7000  =  0, 

équation  qui  a  deux  racines  positives,  l'une  entre  10  et 
14,  et  l'autre  entre  16  et  17. 

Le  nombre  des  tâtonnemens  nécessaires  pour  décou- 
vrir ces  racines,  n'est  pas  très-grand  ;  car  ce  n'est  qu'en- 
tre 10  et  20  qu'il  faut  chercher  y  ;  et  les  valeurs  de  cette 


/*)  On  peut  voir  aussi  dans  le  Trailé  île  la  Résolution  des 
r.quations  numériques,  une  méthode  très-elegaïue  dûaui-c  pu? 
Lagrange,  pour  éviter  l'emploi  de  l'et^Usition  {D). 

Y  s 
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inconnue  étant  déterminées  en  nombres  entiers,  on  en 
conclut  celles  de  x,  à  un  dixième  d'unité  près. 

îi'20.  Lorsque  les  coefTiciens  de  l'équation  que  l'on  se 
propose  de  résoudre ,  sont  des  nombres  très-considé- 
rables, il  est  commode  de  la  transformer  en  une  autre  dont 
les  coefficiens  soient  resserrés  dans  des  limites  plus 
étroites.  Si  on  avait ,  par  exemple  , 

o:^  —  80  x^  +  1 998  r^  —  1 49^7  ^  +  ^<^°°  =  °  ' 

on  ferait  a:  =  10  z  ;  il  viendrait 

2.4—8^3+19,985=^—14,9372^  +  0,5=0. 

Dans  ce  résultat,  on  se  contenterait  d'abord  de  prendre 
les  nombres  entiers  qui  approchent  le  plus  des  coefficiens, 
et  on  aurait  ainsi 

2i4— 8^^-1-20  2.*—  i5z-f  0,5  =  0. 
On  trouverait  sans  peine  que  z  a  deux  valeurs  réelles 
comprises  entrée  et  1 ,  entre  1  et  2,  d'où  il  suit  que  celles 
de  la  proposée  sont  entre  o  et  10 ,  et  entre  10  et  20. 

Je  ne  parlerai  point  ici  de  la  recherche  des  racines 
imaginaires  ,  parce  qu'elle  repose  sur  des  principes  dont 
Texpcsition  me  mènerait  trop  loin  ;  je  la  renvoie  au 
Complément  de    ce  Traité. 

221.  Lagrange  a  donné  aux  substitutions  successives 
une  forme  qui  a  l'avantage  de  faire  connaître  imméda- 
teraent  à  chaque  opération  de  combien  on  s'est  appr  -- 
ché  de  la  vraie  racine  ,  et  qui  n'exige  pas  qu'on  en  Lit 
d'abord  la  valeur  à  moins  d'un  dixième  près. 

Je  représente  par  a  le  nombre  entier  immédiatement 
au-dessous  de  la  racine  cherchée  ;  il  ne  faudra,  pour 
obtenir  cette  racine ,  qu'augmenter  a  d'une  fraction  :  on 

aura  donc  x  =  a  +  -.  L'équation  en  y  qui  résultera  de 

la  substitution  de  cette  valeur  dans  la  proposée,  aura  né- 
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cessairement  une  racine  plus  grande  que  l'unité;  nommant 
b  le  nombre  entier  immédiatement  au-dessous  de  cette 

racine,  il  viendra  pour  seconde  approximation  x=  a + y» 

Mais  b  n'étant,  par  rapporta^,  que  ce  que  a  est  par 
rapport  à  a:,  on  pourra,  dans  l'équation  en^,   faire 

y^=b  -{ -y  etyseranécessairement  plus  grand  que  l'u- 
nité ;  nommant  b'  le  nombre  entier  immédiatement  au- 
dessous  de  la  racine  de  l'équation  en  y,  on  aura 

A.     »  **'+' 


remettant  cette  valeur  dans  celle  de  x,  il  en  résultera. 


b' 
b' 


ûcz=a 


bbf-\-i' 

pour  la  troisième  valeur  approchée  de  x.  On  en  trouvera 

un e  quatrième  en faisanty= y -f--^- car  si  b"  désigne 

le  nombre  entier  immédiatement  au-dessous  de  y"  ,   on 
aura 

b'b"-j-i 


b"    ' 

b"      ___  bb'b"'\-b"  +  h 


h'b"-^i'^      b'b"+i       ' 
-      .         h'b"+i 

''—'^'^bV¥~:fb'~b' 

et  ainsi  de  suite. 
222.  Je  yais  appliquer  cette  méthode  à  l'équation 

On  a  déjà  vu  (si8)  que   la  plus  petite  des  racines 

y  3 
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positives  de  cette  équation  était  entre  |  et  y,  c'est-à-dire, 

entre  i  et  2  ;  je  ferai  donc  j;  =  1  -|-  - ,  et  j'aurai 

La  limite  des  racines  positives  de  cette  dernière  est  5  ,  et 
en  substituant  successivement  o,  1 ,  2^  3,  4 >  ^^  ^i^u  de 
y  y  on  reconnaîtra  bientôt  qu'elle  a  deux  racines  plus 
grandes  que  l'unité  ,  savoir,  une  entre  1  et  2,  et  l'autre 
entre  2  et  3.  Il  en  résultera  donc 

a:— i-f-i     et     x=i+\, 
c'est-à-dire, 

:r  =  2     et     a:  =  |, 

Ces  deux  valeurs  correspondent  à  celles  que  j'ai  trou- 
vées entre  f  et  \,  entre  |  et  f ,  et  qui  ne  diffèrent  pas 
d'une  unité. 

Pour  porter  plus  loin  le  degré  d'exactitude  de  la  pre- 
mière,  qui  répond  à  j'  :=  1 ,  on  fera 

^='  +  7' 

et  on  aura 

y  3 — ^ya — y_|.j__Q^ 

On  ne  trouvera  à  cette  équation  qu'unp  seule  racine  plus 
s;rande  que  l'unité ,  et  comprise  entre  2  et  3 ,  ce  qui 
donnera 

d'où  x=:i-|-f^=|v 

Supposant  ensuitey  =  2  +  -^^  i^  ^^  résultera 

ys^Sy*— 4y— i==o; 
©ntrouveray  entre  4  et  5,  et  prenant  la  plus  petite 


r>'  A    L    G    È    r>    R    E.  5l  I 

limite  4,   i^  viendra 

Rien  n'est  plus  facile  que  de  poursuivre  ce  procédé,  eu 
faisant^" :=  4  H — Tm  ^t  ainsi  de  suite. 

Je  reviens  maintenant  à  la  seconde  valeur  de  x  ,  que 
j'ai  trouvée  égale  à  J  par  une  premicre  approxima- 
tion ,    et   qui   répond  à^=2,    je  fais  y-=.2.-\ ^, 

et  je  substitue  dans  l'équation  en  y;  j'aurai  ,  après 
avoir  changé  les  signes  pour  rendre  le  premier  terme 
positif , 

y^+y— 2/— 1  =  0. 

Cette  équation  n'aura  ,  comme  sa  correspondante  dans 
l'opération  ci-dessus  ,  qu'une  racine  qui  surpasse  l'unité, 
savoir,  entre  1  et  2;  et  prenant  y  =  1 ,  il  en  résultera 

Posant  encore 
il  viendra 

y"'-^y"'-4f-^=o, 

équation  qui  donne  ^^  entre  4  et  5,  et  d'où  il   suit  par 
conséquent 

y  — 4>         y        Si         ^  — 14* 
Pour  aller  au-delà  ,  on  fera  y"  =4  H — lï/y   ^^  ^^si   de 

y 

suite. 

L'équation  x^ — j  x  -^  j  ■=.  o.  a.  aussi  une  racine  né- 
gative comprise  entre  —  3  et  —  4-  Pour  en    approcher 

davantage,  on  fera  x=— 3 ;  ce  qui  donnera 

V4 
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y  —  2oy  —  93/-- 1  —  O,  ^>20  et  <21,      > 
d'où  il  résultera 

X  =  —  o  —  j^  =  —  3^. 
En  poussant  plus  loin,  on  supposera j^=: 20 -f- -y,  etc. 

et  on  obtiendra  successivement  des  valeuirs  de  plus  en 
plus  exactes. 

Les  différentes  transformées  en  yy,y',  y'\  etc.  n'auront 
jamais  qu'une  racine  plus  grande  que  l'unité ,  tant  que 
deux  ou  un  plus  grand  nombre  de  racines  de  la  propo- 
sée ne  seront  pas  comprises  entre  les  mêmes  limites  a  et 
c-f-i  -y  mais  quand  cette  circonstance  aura  lieu ,  comme 
on  l'a  vu  dans  l'exemple  ci-dessus,  on  trouvera  dans 
•quelques-unes  des  équations  en  y  y  y\  etc.  plusieurs 
valeurs  plus  grandes  que  l'unité,  desquelles  partiront 
}es  suites  d'équations  qui  feront  connaître  en  parti- 
culier les  diverses  racines  que  la  proposée  a  entre  les 
limites  a  et  «  -|-  1 . 

Le  lecteur  pourra  s'exercer  encore  sur  l'équation 

X^ Q.X 5  =:  O  , 

dont  la  racine  réelle  tombe  entre  2  et  5;  il  trouvera  pour 
les  valeurs  entières  de^,  y\  etc. 

10,   1,  1,  2,   1,  5,  1  ,   1,   12,  etc. 

et  pour  les  valeurs  approchées  de  Xy 

^       S-L      2:1      ±1      .'  '  '        '  55       576        7  3 1       ±±2.1       UJ:  '  5 
'i  )     1^  >     n  >    ui  >      53'      74>    a  7b»    349»      6^4*      7  83  7,' 

Des  proportions  et  des  progressions. 

223.  On  a  vu  dans  l'Arithmétique  la  définition  et  les 
propriétés  fondamentales  de  la  proportion  et  de  Véquidif- 
ferehce ,  c'est-à-dire ,  de  ce  qu'on  appelait  la  proportion 
géométrique  et  la  proportion  arithmétique  ;  j'appliquerai 
ici  l'Algèbre  à  ces  notions,  et  j'arriverai  par  ce  moyen 


B*  A    L    G    E    B    R    E.  Ol5 

à  quelques  résultats  qui  sont  d'un  usage  fréquent  dans 
la  Géométrie. 

Je  commencerai  par  faire  observer  que  l'équidifFé- 
rence  et  la  proportion  peuvent  s'exprimer  par  des  équa- 
tions. Soient  A^  B,  C ,  D,  les  quatre  termes  de  la  pre- 
mière, a,  b,  c,  d y  ceux  de  la  seconde^  on  aura 

B — A=.D-^C{Arithm.iQ'j),  -  =  -  (^  Arithm.  m  ), 

équations  quidoivent  être  regardées  comme  équivalentes 
aux  expressions 

A,B  :  CD,  a'.h  ::c\d, 

et  qui  donnent 

J^D=B-i-  C,  ad^bc. 

Il  suit  de  là  que ,  dans  l' à  qui  différence ,  la  somme  de^ 
termes  extrêmes  égale  celle  des  termes  jnoyens ,  et  que 
dans  la  proportion ,  le  produit  des  termes  extrêmes  est 
égal  à  celui  des  termes  moyens  y  ainsi  qu'on  l'a  vu  dans 
l'Arithmétique  (liiy,  ii3),  par  des  raisonnemens  dont 
les  équations  ci-dessus  ne  sont  que  la  traduction. 

Les  propositions  réciproques  des  précédentes  se  dé- 
montrent facilement;  car  des  équations 

A'\-D  =  B'{-C ,  ad=zbc, 

on  revient  sur-le-champ  à 

D-C  =  B-A,  ^-  =  ^. 

a        C 

et  par  conséquent ,  lorsque  quatre  quantités  sont  telles, 
que  deux  d'entr'elles  donnent  la  même  somme  ou  le 
même  produit  que  les  deux  autres ,  les  premières  sont  les 
moyens  et  les  secondes  les  extrêmes  (ou  réciproquement) 
d'une  équidijférenca  ou  d'une  proportion. 

Quand  ^=  C,  l'équidifFérence  est  dite  continue,   il 
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en  est  de  même  de  la  proportion  quand  ^  =  c  :  et  on  a 

alors 

c'est-à-dire  ,  que  dans  une  cquidlffirence  continue ,  la 
somme  des  extrêmes  çst  égale  au  double  du  moyen;  et 
que  dans  une  proportion  continue,  le  produit  des  extrêmes 
est  égal  au  quarré  du  moyen.   On  tire  de  là 

2. 

la  quantité  B  est  le  milieu  (  ou  la  moyenne  proportion- 
nelle arithmétique)  entre  A  et  D  ,  et  la  quantité  b  la 
moyenne  proportionnelle  (géométrique)  enti'eaet  d. 


Les  équations  fondamentales 
B  —  A—D  —  C, 
conduisent  encore  aux  suivantes 
C—A~D-^B, 


b_d 
^a—c' 

c d 

a-l' 


ce  qui  fait  voir  que  l'on  peut,  dans  les  expressions 
A.B\C.Dj  a\bl\  c\d ,  changer  les  moyens  de 
place,  et  en  déduire  ^.  Cl  ^.Z> ,  alcWb'.d.  En  gé- 
néral, on  pourra  faire  toutes  les  transpositions  de  termes 
qui  s'accorderont  avec  les  équations 

A  +  D~B-\-C  et  ad~bc  (Arithm.  114.) 

Je   laisserai    maintenant  de    côté   l'équidifFérence  , 
pour  ne  m'occuper  que  de  la  proportion. 

1224.  On  peut ,   aux  deux  membres  de   l'équation 

h        d      . 

-  =  -  ,  ajouter  ou  retrancher  une  même  quantité  m , 

^nsorte  qu'on  aura 
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/'    .  <^    . 

-  it  m  =  -  Z!Z  771  ; 

a  c 

réduisant  les  termes  de  chaque  membre  au  même  déno- 
minateur, il  viendra 

b  ±771  a cï  dti7n  c 

â        "        c         ' 
équation  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

c  dlh  771  c 

a       b  ih  ma* 

et  qui  revient  à  cette  proportion  : 

b  zïi7na\  dztL7n  c  \\  a',  Cj 

c       d  ... 

et  comme  -  =  y  ,  on  aura  pareillement 
a       0  ^ 

d±.  711  c       d 
b  ±im  a       0 
ou  bdzTTia',  d±n7ic  llb'.d. 

Ces  deux  proportions  peuvent  s'énoncer  ainsi  :  Le  pre- 
mier conséquent ,  plus  ou  moins  un  certain  nombre  de 
fois  son  antécédent,  est  au  second  conséquent ,  plus  ou 
moins  ieméme  nombre  de  fois  son  antécédent  j  comme  le 
premier  terrne  est  au  troisième  ,  ou  comme  le  second  est 
au  quatrième. 

En  comparant  séparément  les  sommes  entr'elles  et 
les  difFérences  entr' elles,  on  aura 

d-\-mc c  d — 7nc c 

b  -\-ma       a*  b  —  ma      a* 

d'où  l'on  conclura 

d  -\-  m  c d  —  772C 

b  -\-m  a       b  —  ni  a' 
c'est-à-dire , 

b  -\-ma\  d'\-mc  \\  b  ^'  m  a\  d —  m  c  ; 
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OU  bien ,   en  changeant  les  moyens  de  place  , 

b~\-ma\b  —  ma  \\  d -\- me  *,  d  —  ttic; 

et  si  on  fait  771=  i ,  on  aura  seulement, 

b'\^a\b — a  :;  c^  +  c: d —  c; 

ce  qui  s'énonce  ainsi  : 

La  somme  des  deux  premiers  termes  est  à  leur  dlf-^ 
férence  comme  la  somme  des  deux  derniers  est  à  leur 
différence. 

225.  La  proportion  a\b  \;  c\d  pouvant  s'écrire 
ainsi  : 

a\c\\b\  d. 


on  aura 

c  _^             d_^ 

-    -4-  771  =   T  "^Tn 

a^             b~ 

d'où 

ci^ma        d±.  m  b 

a        '~         b 

et  enfin , 

c±zma:  d±.mb  ::  a:  b    ou  y.  c  :  d, 

d'où  il  résulte  que  le  second  antécédent,  plus  ou  moins 
lin  certain  nombre  de  fois  le  premier  y  est  au  second  con-- 
aéquent ,  plus  ou  moins  le  même  nombre  de  fois  le  pre- 
mier ^  comme  Vun  quelconque  des  antécédens  est  à  son 
conséquent. 

Cette  proposition  peut  aussi  se  conclure  immédia- 
tement de  celle  du  numéro  précédent;  car  en  changeant 
de  place  les  moyens  dans  la  proportion  primitive 

a\  b  \:  c\  d, 

puis  en  lui  appliquant  la  proposition  citée ,  on  a  suc- 
cessivement 

a\  c  \\  b\  d, 
c±:ma:  d±zmb  ::  alb    ou   i:  cl  d, 
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€t  rendant  pour  cette  dernière ,  aux  lettres  a,  J,  c,  d^ 
la  dénomination  qu'elles  ont  dans  la  proportion  primi- 
tive ,   on  a  l'énoncé  précédent. 

Faisant  m  =:  1 ,  on  en  tirera  les   proportion»  parti- 
culières 

c±,a\  d±b  ::a:  b 

:  :  c  :  d, 

c-\-  a\  c  —  a  ;:  d-\-b  \  d —  b\ 

ce  qui  veut  dire  que  la  somme  ou  la  différence  des  an- 
tecédens  est  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  con-' 
séquens,  comme  un  antécédent  est  à  son  conséquent, 
et  que  la  somme  des  antécédens  est  à  leur  différence 
comme  celle  des  conséquens  est  â  leur  différence. 

En  général,  si  l'on  a 

b_  _i.__  /_A   etc^ 
a  c        e  g  * 

«t  qu'on  fasse  —  =  ^  >  on  aura 

d  f  h  ^ 

~  =  ^,   ^==q,j  =  q,etc, 

C8  qui  donnera 

b=aq\    d=cq,   f=eq,    h  z=  gq  ,  etc. , 

et   en    ajoutant   ces    équations   membre   à    membre^, 
il  viendra 

b  -r  d  +/-f-  h=zaq  -\-cq  -{-eq-^gq 

ou         b'^d'j-f-^h  =  q  (a-i-c-fe-f-g), 

d'où  il  suit 

b^d+f-^h  __       _   b^ 

On  énonce  ce  résultat  en  disant  que  dans  une  suite  de 
rapports  égaux  ,a:b::c:d;:e:f::r    :h  ,etc.. 
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la  somme  d'un  nombre  quelconque  d'antécédens  est  à  la 
somme  d'un  pareil  nombre  de  consequens ,  comme 
un  antécédent  est  à  son  conséquent. 

226.   Lorsqu'on  a  ces  deux  équations, 

a  c  ^  e        g    * 

on  en  peut  multiplier  les  premiers  membres  entr'eux, 
et  les  seconds  entr'eux,  et  il  viendra 

bf__  dh-^ 
ae  ~  cg  ' 

équation  équivalente  à  la  proportion 

ae  l  bf  y,  cg  :  dh , 

laquelle  s'obtiendrait  aussi  en  multipliant  chaque  terme 
de  la  proportion 

a  l  b  y,  c  '.  d  ^ 

par  celui  qui  lui  correspond  dans  la  proportion 

e:fy,g:h. 

Deux  proportions  multipliées  ainsi  terme  par  terme , 
sont  dites  multipliées  par  ordre;  et  les  produits  qui  en 
résultent  sont ,  comme  on  le  voit ,  en  proportion  :  les 
nouveaux  rapports  sont  les  rapports  composés  des  rap~ 
ports  primitifs  (^Arith.  i23). 

Il  est  aisé  de  se  convaincre  qu'on  arriverait  égale- 
ment à  une  proportion,  en  divisant  deux  proportion* 
terme  à  terme,  ou  par  ordre. 

2.2.J.  Lorsqu'on  a 

L   —  1. 
a     ~    c  ' 

on  en  peut  conclm'e  que 

l,m     ^     ^.n 
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ce  qui  donne 

d'où  il  suit  que  les  quarrés  y  les  cubes  ^  et  en  général  les 
puissances  semblables  de  quatre  quantités  en  proportion, 
sont  aussi  en  proportion. 

La  même  chose  aurait  lieu  pour  des  puissances  frac- 
tionnaires, puisque 


m 

1/5 


et  que 


car  il  en  résulte 


m 

l/| 


b_         ^  b 
a 

m 


m  vn.  


V/  a  s/  c 

ou 

mm  mm 

i^a  :  \/b  ::  /ê  :   v'd, 

^\  a  \b  \\  c\  d'.  c'est-à-dire ,  que  les  racines  du  même 
degré ,  de  quatre  quantités  en  proportion,  sont  elles-- 
mêmes  en  proportion. 

Tels  sont  les  principaux  points  de  la  théorie  des  pro- 
portions. Cette  théorie  n'a  été  inventée  que  pour  dé- 
couvrir des  quantités,  en  les  comparant  avec  d'autres. 
On  a  conserv'é  pendant  long-temps  les  noms  latins  at- 
tachés aux  difFéreas  changemens  ou   transformations 


520  É    L   É    M    E    Pf    s 

que  peut  subir  une  proportion  :  on  commence  aujour- 
d'hui à  n'en  plus  charger  la  mémoire  de  ceux  qui  étu- 
dient les  mathématiques^  et  tout  l'échafaudage  des  pro- 
portions deviendrait  inutile,  si  on  leur  substituait  les 
équations  correspondantes,  ce  qui  donnerait,  je  pense, 
plus  d'uniformité  aux  méthodes,  et  plus  de  netteté  aux 
idées. 

228.  Des  proportions  aux  progressions  le  passage 
est  facile.  Ayant  conçu,  dans  l'équidifFérence  con- 
tinue, trois  quantités,  dont  la  dernière  surpassait  la  se- 
conde autant  que  celle-ci  surpassait  la  première,  on  a 
bientôt  imaginé  de  considérer  un  nombre  indéfini  de 
quantités,  a,  b,  c,  d,  etc.,  telles  que  chacune  d'elles 
surpassât  celle  qui  la  précède  d'une  même  quantité  <S' , 
ensorte  que 

Z»=:a-4-J^,  c  =  b-}-^,  d=c-h^,   e=:c?4.<^,   etc. 

L'ensemble  de  ces  quantités  s'écrit  ainsi  : 

■^a.b.c.d.e.f.etc, , 

et  se  nommait  pro^re^^/o«  arithmétique;  mais  j'ai  cru 
devoir  changer  ce  nom  en  celui  de  progression  par 
différences.  (Voyez  Jrith. ,  note  du  n°  127.  ) 

On  peut  calculer  un  terme  quelconque  de  cette  pro- 
gression ,  sans  le  secours  des  intermédiaires.  En  effet, 
si  on  met  pour  b  sa  valeur  dans  celle  de  c,  il  en  ré- 
sultera 

c  =  a-}-2cr; 

avec  cette  dernière  on  trouvera 

d=:a-{-3^,  puis  e  =  a-f"4<^, 

et  ainsi  de  suite;  d'où  on  voit  qu'en  nommant  /  le  terme 
dont  le  rang  serait  marqué  par  n,  on  aurait 

Soit 
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Soit ,  par  exemple  ,  la  progression 

-!  3  .  5  .  7  .  9  .  11  .  i3  .  i5  .  17  ,  etc.  ; 
ici  le  premier  terme  a  =  3  ,  la  différence  (  ou  la  raison  ) 
J"  =  2  ;  on  trouvera  pour  le  huitième  terme  , 

3+(8-i)2=i7, 
ainsi  qu'on  le  conclut  en  calculant  tous  ceux  qur  le  pré- 
cédent. 

La  progression  que  je  \4ens  de  considérer  était 
croissante;  en  récrivant  dans  un  ordre  inverse  ,  tel  que 
celui-ci  : 

-:  17.15.13.11,9  7.5.3.1.  —  1.—  3,  etc., 
elle  serait  décroissante.  On  en  trouverait  encore  un 
terme  quelconque  au  moyen  de  la  formule  a  -f-  Ç^n- — 1)  cT, 
en  observant  que  S  doit  y  être  supposé  négatif,  puisque 
la  différence  doit  alors  se  retrancher  d'un  terme  quel- 
conque pour  obtenir  le  suivant. 

229.  On  parvient  aussi  très-simplement  a  connaître 
la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  de  la 
progression  par  différences.  Cette  ptrogression  étant  re- 
présentée par 

-i  a  .  Z»  .  c  . . . . .' i  .  k  .  l, 

et  S  désignant  la  somme  de  tous  ses  termes ,  on  aura 
S^a-^b-i-c -f-i_|./i-|-/. 

En  écrivant  les  termes  du  second  membre  de  cette 
équation ,  dans  un  ordre  inverse  du  précédent ,  on 
aura  encore 

S  =  l  +  k-^i -i-c-l-Z^-f-a. 

Si  on  ajoute  ces  équations,  et  qu'on  réunisse  les  termes 
qui  se  correspondent,  il  viendra 

2  S=(a+l)+ib+k)  +  {c+i).. .  .+(/+c)+(ft+5)-f.7-f-a) 
Elém.  d'jilgibrs.  1 1'  édition,  X 
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mais  par  la  nature  de  la  progression,  on  a,  en  partant 
du  premier  terme  , 

a+^=zb,b  +  ^=zc, i-i-S=zk,k^.'=zl, 

et  par  conséquent ,  en  partant  du  dernier  , 

i^S'  =  k,k-^d^=:i, c  — cT^Ô,  6— cr=:fl: 

l'addition  des  équations  correspondantes  fait  voir  sur- 
le-champ  que 

a -\- l=^b -\-k=zc-\-i,  etc.  ^ 

et  que  par  conséquent 

2  5  =7i(a-|-/)  ', 

cVoù  il  suit 

n  (a-f-Z) 


5  = 


2 


En  appliquant  cette  formule  à  la  progression 
^3.5.7.9.  etc. , 
on  trouvera  pour  la  somme  des  huit  premiers  terpie& , 

2 

â3o.   L'équation 

jointe  à 

^  —  J  » 

donne  le  moyen  de  trouver  deux  quelconques  des  cinq 
quantités  a ,  S'y  n^  l,  et  S ,  lorsqu'on  connaît  les  trais 
autres;  je  ne  m'arrêterai  pas  à  traiter  chacun  des 
cas  qui  peuvent  se  présenter. 

23 1.  On  a  tiré  de  la  proportion  ,  la  progi'ession  par 
quoiiens  (  ou  la  progression  géométrique  )  ,  qui  consiste 
daos  une   suite   de   termes  tels,    que  le  quotient  d'uB 
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terme  dhisé  par  celui  qui  le  précède,  est  le  même, 
quelque  part  que  soient  pris  ces  deux  termes.  Les  suites 

j^  2 :  6 :  18  :  54  :  1G2  :  etc., 
-H-45:  i5:  5  :    |  :     |  :  etc., 

sont  des  progressions  de  ce  genre  ;  le  quotient  (  ou  la 
raison  \  est  3  dans  l'une  et  \  dans  l'autre  :  la  première 
est  croissante,  et  la  seconde  décroissante.  Chacune  de 
ces  progressions  forme  une  suite  de  rapports  égaux  ,  et 
c'est  pour  cela  qu'on  les  écrit  comme  ci-dessus. 

Soient 

a,b,  c,  d, /e,  Z, 

les  termes  d'une  progression  quelconque  par  quotiens  ; 

en  faisant  -zzz  q ,  j'aurai ,  par  la  nature  de  cette  pro<- 

gression , 

h       c       d      e  l 

ou     b=:aq  f  cz=.bq ,  d^cq ,  e=dq  ,  . .  .  l=:kq. 

Mettant  successivement  la  valeur  de  b  dans  celle  de  c, 
cette  dernière  dans  celle  de  d ^  et  ainsi  des  autres,  il 
viendra  . 

b-=aq,  czzzaq"",  d  =  aq^,  e=zaq^,.  .  .l=aq''-'\ 

en  désignant  par  n  le  rang  du  terme  /,  ou  le  nombre  des 
termes  que  l'on  considère  dans  la  progression  proposée. 

A  l'aide  de  la  formule  /  =  a^"-»,  on  peut  calculer  un 
terme  quelconque  sans  passer  par  tous  les  intermédiaires. 
Le  dixième  terme  de  la  progression 

-ff  2  :  6  :  18  :  etc. , 

par  exemple,   est  égal  2  X  39=3936^. 

232.  On  peut  obtenir  aussi  la  somme  d'autant  de 
termes  qu'on  voudra  de  la  progression 

X  a 
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-^  a\b  ',cld,  etc.  , 
en  ajoutant  entr'elles  les  équations 

bz=aq,  cz=zbq,  d=cq,  ez=dq,  ...l=kqi 
car  il  en  résultera 

D-\-c-^d-\-e.  .  .-i-l—ia-^-h-^c-^-d,  .  .-{-hyç'^ 
et  en  nommant  S  la  somme  cherchée  ,  on  aura 
è_|.c-ffZ-fe +  /=:5  — a 

d'où     on  conclura 

S  —  a-=q(^S  —  /), 
et   par  conséquent 

(7  —  1 

Dans  l'exemple  ci-dessus,  on  trouverait  pour  la  somma- 
des  dix  premiers  termes  de  la  progression 

-if  2  :  6  :  18  :  etc. , 
î>^5!!=:^  :=  3^^-1=59048. 

â33.  Les  deux  équations 

renferment  les  relations  que  les  cinq  quantités  c,  q,  71,  l 
et  S ,  doivent  avoir  entr'elles  dans  la  progression  par 
quotiens  ^  et  feront  connaître  deux  quelconques  de  ces 
quantités  ^  lorsque  les  trois  autres  seront  données. 

234.  Si  on  substitue  et/""*  à  la  place  de  Z,  dans  l'ex- 
pression de  5,  il  viendra 

g  — 1 
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Lorsque  q  sera  un  nombre  entier,  la  quantité  </"  sera 
d'autant  plus  grande ,  que  le  nombre  n  sera  plus  consi- 
dérable ;  et  S  sera  susceptible  de  surpasser  telle  quan- 
tité que  l'on  voudra ,  en  donnant  à  n  une  valeur  conve- 
nable ,  c'est-à-dire,  en  prenant  un  nombre  suffisant  ds 
termes  de  la  progression  proposée.  Mais  si  q  est  une  frac- 


tion représentée  par — ,  on  aura 


771 


c(— - — 1  )       a  mil -)       a 


771 


771 


n— 1 


S=  -  _  . 

1  771 1  771 1 

771 

et  il  est  é\ident  que  plus  le  nombre  ji  deviendra  grand  , 
plus  le  terme  ^_^  deviendra  petit ,  et  plus  par  con- 
séquent la  valeur  de  S  approchera  de  la  quantité , 

771 — i 

dont  elle  ne  difFère  que  de 

a 

(771 l)  771"-'  * 

donc ,  plus  on  prendra  de  termes  dans  la  progression  pro- 
posée ,  pliis  leur  somme  approchera  de .Elle  pourra 

même  en  différer  de  moins  que  telle  petite  quantité  qu'on 
puisse  assigner,  sans  jamais  lui  être  rigoureusement  égale. 

La  quantité ,    que  je  désignerai  par   JL,  est  , 

comme  on  voit,  une  limite  dont  les  sommes  partielles 
représentées  par  S ,  s'approchent  de  plus   en  plus. 

En  appliquant  ces  considérations  à  la  progression 

on  aura 

X  3 
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d'où 


_         am 
771  =  2,     L  = =  2; 

771 1 


et  plus  on  prendra  de  termes  dans  la  progression  ci- 
dessus,  plus  leur  somme  approchera  d'être  égale  à  2. 
On  trouve  en  effet 

1  =1  =2 — 1 

^  "r"â  +  4-T-8  "rrs  ^^^^75  ^^^^""r* 

etc. 
L'expression  de  L  peut  être  considérée  comme  la 
somme  de  la  progression  décroissante  par  quotiens ,  con- 
tinuée à  l'infini,  et  c'est  ainsi  qu'on  la  présente  ordinai- 
reraenti  mais  on  ne  peut  cependant  s'en  former  une  idée 
bien  nette,  qu'en  l'envisageant  sous  le  point  de  vue 
d'une  limite. 

235.  On  peut  tirer  de  l'expression 

«7—1       ' 
tous  les  termes  qui  composent  la  progression  dont  elle 
représente  la  somme  ;  car  si  on  effectue  la  division  dô 
<;"  —  1  par  q  —  1  (i58)  ,  on  trouvera 

~^=Y^=  1  +i+<i'+q'+¥ +9"-'» 

ce  qui  donne 

S  =  a-}-aq-^aq'' -f-a^"-^ 

La  valeur  de  L  remplit  le  même  but ,  lorsqu'on  effec-» 
lue  la  division  de  m  par  771  ■—  1 ,  comme  il  suit  ; 
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m     \  m  —  1 


—  m  -f-  1 


i-f-  — +  -^-f  — 3-f-etc. 

771  771-  777-^ 


m     '    771* 

~"  ^  "*"  m^ 
etc. 

On  dmse  d'abord  m ,  comme  à  l'ordinaire ,  par  le  pre- 
mier terme  du  diviseur,  ce  qui  donne  poiu:  quotient  i  ; 
on  multiplie  ce  quotient  par  le  diviseur,  et  on  retranche 
le  produit  du  dividende -,  on  divise  ensuite  le  reste  i  par 
le  premier  terme  du  diviseur;  on  trouve  pour  quotient 

— ,  qu'on  multiplie  parle  diviseur,  et  on  a  pour  reste  —  : 
m  m 

on  opère  sur  ce  reste  comme  sur  le  précédent.  En  conti- 
nuant ainsi ,  on  aperçoit  bientôt  la  loi  que  suivent  tous 

les  quotiens  partiels  ,  et  l'on  voit  que  l'expression 


est  équivalente  à  la  série 


771- 


m         m  Ta 

continuée  à  l'infini  ;  mettant  pour  m  sa  valeur  -,  et  mul- 
tipliant par  a ,  on  retrouve 

a'j-aq-\-aq^  -^-aq  -f- etc.  , 
pour  la  progression  dontL  exprime  la  limite. 
236.  On  regarde  le  développement 


i-f  —  4-  -^^ -f  — 3  4-etc. 

m  771*  771^ 


X4 
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comme  la  valeur  de  la  fraction .  toutes  les  fois: 

771  —  1 

qu'il  est  convergent ,  c'est-à-dire,  que  les  termes  qui  1q 
composent  diminuent  en  s'éloignant  du  premier. 

En  efFet ,  si  on  arrête  la  division  précédente  successive- 
ment au  premier,  au  second,  au  troisième reste^ 

on  trouve 


les  quotiens  i 


+^ 


"^  m'^Tu' 


etc. 


et  les  restes  i 

1 

771 
1 

m- 
etc. 


Tes  uns  n'approchent  de  la  vraie  valeur  qu'autant  que 
les  autres  vont  en  diminuant;  et  cette  circonstance  n'a 
lieu  que  lorsque  77i  surpasse  l'unité.  Dans  tous  les  autres 
cas,  on  ne  peut  se  permettre  de  négliger  les  restes,  qui, 
croissant  sans  cesse^  font  voir  que  les  quotiens  s'éloignent 
de  plus  en  plus  de  la  vraie  valeur. 

Pour  éclaircir  ceci,  il  suffit  de  faire  successivement 
7?t  =  2-,  771=  1  ,  m=:i.  La  première  supposition  donne 


771  I 


et  l'on  a  déjà  vu  (  2.34  )  qu'en  effet  la  série  qui  com- 
pose le  second  membre  s'approchait  de  plus  en  plus  de  2. 
La  seconde  supposition  conduit  à 

j=  1 -f-i -f-i +1 -{- 1 -}- 1 -f  etc. 


m, —  1 


€e  résultat,  i  -|-  i  -f  i  +  i  -f  i,  etc.  continué  à  l'infini  > 
donne  bien  une  quantité  infinie ,  comme  le  demande  la 
nature  de  l'expression^  :  cependant  si  l'on  ne  tenait  pas 
compte  des  restes  dans  cet  exemple ,  on  tomberait  dans 
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one  absurdité  ;  car  puisque  le  diviseur  ^  multiplié  par  le 
quotient ,  doit  reproduire  le  dividende  ,  il  faut  que 

i  =  (i  +  i+i-|-i+ )o-, 

3r   le  second   membre  s'anéantit  rigoureusement  :  on 

aurait  donc  1  =  0. 

La  troisième  supposition  mène  à  des  conséquences 
iQon  moins  absurdes,  quand  on  néglige  les  restes,  et 
ligu'on  regarde  la  série  résultante  comme  exprimant  la 
I  valeur  de  la  fraction  dont  elle  dérive.  En  faisant  m=l, 

m  trouve 
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i=:i-f2-f-4-|-8-f-i6  +etc.  , 


:e  qui  est  bien  évidemment  faux. 

Ces  contradictions  disparaissent   en  obser\^ant  que , 
3ans  le  second  cas  ,    les  restes 

111 

771       771         771^ 

îont  tous  égaux  à  1 ,  et  que  puisqu'ils  ne  diminuent  pas, 
J  n'est  pas  permis  de  les  négliger,  quelque  loin  que  l'on 
pousse  la  série.  En  ajoutant  donc  l'un  de  ces  restes  au 
iecond  membre  de  l'équation 

l  =  (l  -1-1  +  1  +  1-1-1+ ).o, 

îlle  devient  exacte.  Dans  le  troisième  cas,  les  restes 

111 

^  )  "~"  )  ~~â  J  ""^  J  etc.. 

Forment  la  progression  croissante  1,2,4,  ^^  1^  >  ^tc,  et 
en  ajoutant  à  chaque  quotient  la  fraction  qui  résulte  du 
reste  qui  l'accompagne  ^  les  expressions  rigoureuses  de 

771 

sont 


»—  1 
1 
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1 


1  + 


m  —  1 


>+-^^ 


m  m  (m — i) 


H-4-  +  :^.+ 


m^       nv  Cm — i) 
etc. 

qui  toutes  s'accordent  adonner  — - 1,  lorsque  m  =  -1. 

Si  on  prenait  771  =  —  n^  la  fraction deviendrait 


77^ 
771 

cettelî 


— —  ;  la  série  qui  exprime  le  développement  de 
fraction  se  changerait  en 

1 — T-f  etc., 

et  en  y  faisant  7t=  i ,  on  aurait 

1  —  i-|-J.  —  i-f-i  —  i-f-  etc. , 

développement  qui  de-sdent  tantôt  i  et  tantôt  o,  et  qui 
s'écarte  par  conséquent,   tantôt  par  excès ,  tantôt  pai 

défaut ,  de  la  vraie  valeur  de  — : — ,  ésale  dans  ce  cas 

71  -f-  1  '     ° 

à  -  :  mais  la  série  ci-dessus ,  n'étant  point  convergente  j 
ne  peut  donner  cette  vTaie  valeur;  et  il  faut  nécessaire- 
ment tenir  compte  du  reste ,  à  quelque  terme  que  l'oi. 
s'arrête. 

Si  on  suppose  dans  la  série  précédente  7i  =  2,  on  auK 

y.-\  +  \-k  +  ii,-^tc. 

Suite  dont  les  sommes  partielles  1,^,5,  ^^  etc.  sont  al- 
ternativement plus  petites  et  plus  grandes  que  la  vraie  va-n^ 

leur  de  ,  qui  est  f ,  mais  dont  elles  approchent 
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;miment,  paixe    que    la  sciie  proposée  est    coa- 
ei-ente. 

Quoique  les  séries  dii^ergentes  ^  c'est-à-dire  celles 
ont  les  termes  vont  en  augmentant,  s'écartent  sans 
e5se  de  la  vraie  valeur  de  l'expression  dont  elles  dé- 
ivent ,  considérées  néanmoins  comme  développemens 
e  ces  expressions,  elles  peuvent  faire  connaître  celles 
e  leurs  propriétés  qui  ne  dépendent  point  de  leur 
ommation. 

20'^.  En  poussant  quelque  division  algébrique  que  ce 
oit,  comme  j'ai  fait  ci-dessus  (235),  à  l'égard  de  m 
•ar  771  —  1 ,  on  parviendra  toujours  à  exprimer  le  quo- 
ient  par  une  suite  infinie  de  termes  monômes.  Les  extrac- 
ions  des  racines  ,  continuées  de  la  même  manière  sur  les 
estes  successifs ,  dans  le  cas  des  puissances  imparfaites, 
enduiront  aussi  à  des  suites  infinies  ;  mais  ces  suitess'ob- 
iendront  plus  facilement  par  la  formule  du  binôme,  ainsi 
[ue  je  le  ferai  voir  dans  le  Complément  ^  où  je  traiterai 
les  suites  les  plus  connues. 

Théorie  des  quantités  exponentielles  et  des  logarithmes. 

208.  Dans  toutes  les  questions  résolues  jusqu'ici, 
es  inconnues  n'entraient  pour  rien  dans  les  exposans  ; 
nais  il  n'en  serait  pas  de  même  si  on  voulait  déterminer 
e  nombre  des  termes  d'une  progression  parquotiens, 
iont  le  premier  terme ,  le  dernier  et  la  raison  seraient 
îonnés.  En  effet,  on  aurait  pour  cela  l'équation 

l—aq''-'   (23i), 

dans  laquelle  l'inconnue  serait  n\  et  en  faisant,  pour  abré- 
ger, ti — 1=07,  il  viendrait /=a(/^.  Les  méthodes  directes 
exposées  précédemment  ne  sauraient  résoudre  cette 
^uation  ;  et  les  quantités  telles  que  x  ne  peuvent  être 
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représentées  par  aucun  des  signes  dont  j'ai  déjà  fait 
usage.  Pour  répandre  plus  de  lumière  sur  ce  sujet, je 
rappellerai,  d'après  Euler,  la  liaison  qui  existe  entra 
les  diverses  opérations  de  l'Algèbre,  et  comment  chacune 
d'elles  donne  naissance  à  une  nouvelle  espèce  de  quan- 
tités. 

233.  Soient  a  et  b  deux  quantités  qu'on  se  proposs 
d'ajouter  ensemble  ;   on  a 

a-\-b:=c; 

et  si  de  cette  équation  on  veut  tirera  ou  6 ,  on  trouve 

a-=c — b,     b=c — a: 

voilà ,  comme  on  voit ,  l'origine  de  la  soustraction  ;  01 
quand  cette  dernière  opération  ne  peut  s'effectuer  dans 
l'-ordre  où  elle  est  indiquée  ,  le  résultat  devient  négatif. 
L'addition  répétée  d'une  même  quantité  engendre  la 
înultiplication  :  a  désignant  le  multiplicateur ,  b  le  mul- 
tiplicande, et  c  le  produit,  on  a 

ab:=:c  f 
d'où  on  tire 

c       ,        c 

et  de  là  naissent  la  division  et  les  fractions  qui  en  sont  la 
suite ,  lorsqu'elle  ne  peut  s'effectuer  sans  reste. 

La  multiplication  répétée  d'une  quantité  par  elle- 
înême,  produit  les  puissances  de  cette  quantité  ;  en  expri- 
mant par  b  le  nombre  de  fois  que  a  est  facteur  dans  I4 
puissance  que  l'on  -considère  ,  on  a 


a^=  c. 


Cette  équation  diffère  essentiellement  des  précédentes, 
en  ce  que  les  quantités  aetb  n'y  entrent  pas  toutes  deux 
de  la  même  manière,  d'où  il  suit  qu'on  ne  peut  pas 
résoudre  l'équation  par  rapport  à  l'une  comme    p» 


i 
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apporta  l'autre.  Si  c'est  a  qu'on  cherche,  une  simple 
xtraction  de  racine  suffit  pour  le  trouver ,  et  cette  opé- 
ition  donne  lieu  à  une  nouvelle  espèce  de  quantités  , 
ivoir ,  les  irrationnelles  ;  mais  la  détermination  de  bàé- 
?nd  de  méthodes  particulières  que  je  ferai  connaître 
rsque  j'aurai  exposé  les  principales  propriétés  de 
équation  a}=zc. 

2.^0.  Il  est  facile  de  voir  qu'en  conservant  la  même 
ileur  pour  la  lettre  a,  que  je  supposerai  au-dessus  d^ 
mité  ,  et  variant  convenablement  celle  déb,  on  poun-a 
Jtenir  pour  c  tous  les  nombres  possibles.  En  effet,  enfai- 
mt  6=  o ,  on  a  c  =  1  ;  puis  lorsque  ô  croîtra,  les  valeurs 
)rre5pondantes  de  c  surpasseront  de  plus  en  plus  l'unité, 

pourront  augmenter  autant  qu'on  voudra.  Le  contraire 
ira  lieu  sionprendè  négatif; l'équation  a*  =  c  se  chan- 


tant en  a  ^  =  c,  ou-T-=  C;,    les  valeurs  de   c  iront 


a 


ns  cesse  en  diminuant,  et  pourront  devenir  aussi  petites 
l'on  voudra.  On  peut  donc  de  la  même  équation  tirer 
us  les  nombres  positifs  possibles  ,  soit  entiers ,  soitfrac- 
)nnaires ,  dans  le  cas  où  a  surpasse  l'unité.  Il  en  serait 
i  même ,  si  on  avait  a  <  i  :  seulement ,  les  valeurs  de  c 
archeraient  en  sens  inverse  du  cas  précédent  ;  mais  en 
pposant  a  =  1 ,  on  trouverait  toujours  c  =  i  ,  quelque 
leur  qu'on  donnât  à  3  :  on  doit  donc  ,  dans  tout  ce  qui 
'.  suivre,  regarder  a  comme  différant  essentiellement 
b  l'unité. 

iPour  mieux  désigner  que  a  ne  change  point,  et  que  les 
|ux  autres  quantités  betc  sont  indéterminées,  je  les  re- 
|ésenteraiparleslettres:cetj',etj'aurairéquationG^=:y, 
«  ns  laquelle  à  chaque  valeur  dej  répond  une  valeur  de 
:  ensorte  que  l'une  de  ces  quantités  est  détermineepar 
lutre,  et  réciproquement, 

s4i .  Cette   génération  de  tous  les  nombres  par  le 


334  ^   L   il    M   E   N   s 

moyen  des  puissances  d'un  seul ,  est  très-intéressante,, 
iion-s.?ulement  par  rapport  à  l'Algèbre ,  mais  encore  parlP 
le  secours  qu'elle  fournit  pour  abréger  les  calculs  nu- 
mériques. En  effet,  si  on  considère  un  autre  nombre^', 
et  que  l'on  désigne  par  x'  la  valeur  correspondante  de  a:, 
on  aura  a'^'irry',  et  par  conséquent  si  on  multiplie  jr 
pary,  il  viendra 

y  y'  =  a^  X  û^'  =  a"^^"  ; 

si  on  divise,   on  trouvera 

y         a- 
enfin,  si  on  prend  la  puissance  m  dey  et  la  racine  n^"**, 


on  aura 
pour  l'une,  et 


{cî'yz=a' 


pour  l'autre. 

Il  suit  des  deux  premiers  résultats  que,  connaissant  lei 
exposans  x  et  x'  relatifs  aux  nombres  jy  etj)'',  on  trou- 
vera ,  en  prenant  leur  somme,  l'exposant  qui  répond  ai 
produit  yy',  et  en  prenant  leur  différence,   celui  qu 

v' 
répond  au  quotient  ^.  Les   deux   dernières  équation 

font  voir  que  l'exposant  relatif  à  la  puissance  77i^'"''dej 
s'obtient  par  une  simple  multiplication ,  et  celui  qui  ré  il 
pond  à  la  racine  ti^'"^,  par  une  simple  division. 

Il  est  facile  de  conclure  de  là ,  que  si  on  avait  une  tabli 
dans  laquelle,  à  côté  de  chacun  des  nombres  j,  se  trouvas- 
sent les  valeurs  correspondantes  de  x  ,  ensorte  qu'étan 
donné  y,  on  pût  avoir  x^  et  réciproquement,  la  multipli- 
cation de  deux  nombres  quelconques  se  réduirait  à  um 
simple  addition  ,  parce  qu'au  lieu   d'opérer   sur  ce. 
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nombres ,  on  ajouterait  les  valeurs  de  x  qui  s'y  rap- 
portent ,  et  cherchant  ensuite  dans  la  table  le  nombre 
auquel  répond  cette  eomme,  on  aurait  aussi  le  produit 
demandé. Le  quotientdes  nombres  proposés  se  trouverait 
dans  la  même  table ,  vis-à-vis  de  la  différence  des  valeurs 
de  x  qui  leur  correspondent,  et  la  division  à' effectuerait 
alors  par  une  soustraction. 

Ces  deux  exemples  font  assez  entrevoir  l'utilité  dont 
peuvent  être  des  tables  semblables  à  celle  dont  on  vient 
de  parler  ;  aussi  l'usage  en  est-il  bien  répandu  depuis 
Neper ,  qui  les  imagina  le  premier.  Les  valeurs  de  x  y 
?ont  désignées  sous  le  nom  de  logarithmes ,  et  par  con- 
séquent les  logarithmes  sont  les  exposans  des  puissances 
auxquelles  il  faut  élever  un  nombre  invariable ,  pour 
en  déduire  successivement  tous  les  nombres  possibles. 

Le  nombre  invariable  se  nomme  base  de  la  table  oudu 
système  de  logarithmes. 

Dans  la  suite,  je  représenterai  le  logarithme  àey,  par 
1^;  on  aura  x^=z\y  y  et  à  cause  de  j' =  a"^,  il  vien- 
dra j^^a^^. 

242.  Les  propriétés  des  logarithmes  étant  indépen- 
dantes des  valeurs  particulières  du  nombre  a  ou  de  leur 
base,  il  s'ensuit  qu'on  peut  former  une  infinité  de  tables 
différentes,  en  donnant  à  ce  nombre  toutes  les  valeurs 
possibles ,  autres  que  l'unité.  Prenant  pour  exemple 
a=ic  j  on  aura3r  =  (io)^y,  et  on  trouvera  sur-le-champ 
que  les  nombres 

1,     10,     100,     1000,     10000,     loocco,  etc. 

qui  sont  tous  des  puissances  de  10,  ont  pour  logarithmes 
dans  cette  hypothèse ,  les  nombres 

G,      1,       2,  3,  4,  5,       etc. 

On  peut  déjà  vérifier  sur  cette  suite  les  propriétés  que 
i'ai  énoncées  dans  le  numéro  précèdent  :  en  ajoi^ant  les 
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logarithmes  de  lo  et  de  looo  ,  qui  sont  i  et  3 ,  on  voit 
que  leur  somme  4  se  trouve  au-dessous  de  icooo,  qui 
est  le  produit  des  nombres  proposés. 

243.  Les  logarithmes  des  nombres  intermédiaires 
entre  1  et  10,  10  et  100,  100  et  1000,  etc.,  ne  peuvent 
s'obtenir  que  par  approximation.  S'il  s'agissait ,  par 
exemple,  d'avoir  le  logarithme  de  2  ,  il  faudrait  résoudre 
l'équation  (10)"^=^  2  ,  en  y  appliquant  la  méthode  don- 
née n=  221 ,  et  trouver  d'abord  le  nombre  entier  le 
plus  approchant  de  la  valeur  de  x.  On  voit  bientôt 
que  X  est  entre  o  et  1  ,  puisque  (10)°  =1,  (10)^  =  10  ; 

on   fera  donc  07  =  -,  et  il  viendra  (10)^=  2  ,    ou 
z 

10  =  2^;  or  z  se  trouve  entre  3  et  4 '•  on  supposera  donc 
2  =  3 -| — r  i  et  il  en  résultera 


10  =  2^^'  =2.^  X  2^'=  8  X  2^' , 

1 


ou  „    __3  _^, 


z'  1  6 

'^~   8 

ou  enfin  2=:(J)*'. 

La  valeur  de  z^  tombant  entre  3  et  4,  on  fera 

1 


2'=3-^ 

on  aura 


z"' 


i  1 


d'où  on  tirera 
1 

et  aprèsun  petitnombre  d'essais,  on  trouvera  que  z"  est 
entre  c)  et  10.  On  pourra  pousser  plus  loin  de  la  même 

manière  ; 
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manière;  mais  comme  je  n'ai  indiqué  ce  procédé  que 
pour  montrer  la  possibilité  de  trouver  les  logarithme* 
de  tous  les  nombres,  je  me  bornerai  à  supposer  2!'  ■=.  9; 
et  en  remontant ,  on  obtiendra 

„i 18  „ £_1  ^ il 

-'   y    >        *' ag  >        ^ 9î' 

Cette  valeur  de  x,  réduite  en  décimales ,  est  exacte  jus- 
qu'au quatrième  chiffre  ,  car  elle  donne 

x=  0,30107  ; 

et  des  calculs  portés  à  un  plus  haut  degré  de  rigueur , 
ont  appris  qu'en  poussant  jusqu'à  7  décimales  ,  ou 
aurait 

X  =  o,3oio3oo. 

Pour  interpréter  cette  valeur  de  x  comme  celle  d'un 
exposant,  il  faut  concevoir  que  si  on  élève  le  nombre  10 
à  la  puissance  marquée  parle  nombre3oio3oo,  et  qu'on 
extraye  du  résultat  une  racine  du  degré  10000000,  on 
aura  un  nombre  très-approchant  de  2  ;  c'est-à-dire  ,  que 

1 o 1 03  00 

(  10)  ^°°°°°°°  z=  2  ,  à  fort  peu  près  :  le  premier  mem- 
bre est  un  peu  plus  grand  que  2  -,  mais   le   nombre 

3oT  o  199 


(*)  La  méthode  indiquée  dans  ce  numéro  ne  serait  pas  praticable 
pour  des  nombres  un  peu  grands  j  mais  en  voici  une  autre  donnée 
par  Long,  géomètre  anglais,  dans  les  Transactions  philosophiques  y 
pour  l'année  1724,  n°  33^,  qui  peut  être  très-utile. 

La  détermination  de  x  dans  l'équation  (io)*"=:jr  étant  très-labo- 
rieuse, on  peut  procéder  dans  un  ordre  inverse,  se  donner  x  pour 
obtenir  y ,  et  former  une  table  des  valeurs  de  y  correspondantes  Jt 
celles  de  a;,  qui  servira  ensuite,  comme  on  va  le  voir,  à  déterminer  ;c 
pary. 

On  prend  d'abord  pour  x  des  valeurs  depuis  0,1  jusqu'à  0,5  j  et  tout 
se  réduit  à  déterminer  la  valeur  de  J^,  qui  répond  à  a;  =:  0,1 ,  ou  qui 

€st  (lo)"",  parce  que  les  autres  valeurs  de  j-,  savoir: 
Eîém.  d'Algèbre.  11*  édition.  Y 
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244.  En  multipliant  successivement  par  2,  3^  4»  «^c-.» 
le  logarithme  de  2 ,  on  obtient  ceux  des  nombres  4  >  ^» 
16,  etc.  qui  sont  les  2^,  3^,  4%  etc.,  puissances  de  2. 

En  ajoutant  au  logarithme  de  2  les  logarithmes  de  10, 
de  100,  de  1000,  etc.,  on  en  déduit  ceux  de  20,  de  200, 
-de  2000,  etc.,  et  il  est" évident  qu'il  suiïit  d'avoir  les  lo- 
garithmes des  nombres  premiers  pour  trouver  les  loga- 
rithmes de  tous  les  nombres  composés ,  qui  ne  peuvent 
être  que  des  puissances  ou  des  produits  de  nombres  pre- 
miers. Le  nombre  210,  parexem.ple,  étant  égal  à 

2X3X5X7> 

so;i  logarithme  sera  égal  à 

I2+I34-I54-I7, 
et  à  causé  que  5  nr:  ■— ,  on  aura 

15  =  1  10  —  12. 

(10) »%  (io)»%  etc., 

sont  les  a^,  3®,  etc. ,  puissances  de  Ja  première. 

L'extraction  de  la  i-acine  quarrée  fait  d'abord  connaître 

L  A. 

(10/     OU     (10)"'=  3,162277660; 

puis  en  extrayant  la  racine  cinquième  de  ce  résultat,  on  parvient  à 

(10)^=1,2589^5413- 

Par  un  procédé  semblable  ,  on  tirera  de 

(io)»*=  1,258925412 
la  valeur  de 


V      (lo)T'«'=    (10)"  =  (10)»°"    =1,122018454; 

puis  prenant  la  racine  cinquième,  on  formera 
t 
(io)'»°  =1,023292992; 

et  remontant  aux  puissances  2^,  3« 9^,  on  obtiendra  les  valeurs 

de  r ,  correspondantes  h  celles  de  x  ,  depuis  o,oi  jusqu'à  0,09. 
Un  conçoit  facilouicnt  qne  de  rette  manière  on  formera  encore 
"les  valeurs  de  ^poiu  celles  dg  x ,  depuis  o.ooi  jusqu'à  0,009,  depuis 
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S45.  Les  logarithmes,  qui  sont  toujours  exprimes 
en  décimales,  sont  nécessairement  composés  de  deux 
parties,  savoir,  des  unités  ,  placées  à  la  gauche   de  la 


r.oooijus(pi\à  0,0009^  et  qu^on  pourra  composer  la  table  ci-dessou5. 


1 

é 

5 

4 

3 

2 
I 


o,oq 
S 

é 
5 

4 

2 

I 


0,000 

é 
5 


0,0000 


7,9^282347 
6",3o95-3  445 
5,011872336 
3,081071706 
3,162277660 

2,jii,sé6432 

i,f)C)5a623i5 
1,084893193 
1,208925412 


1,2302687^1 
1,2022644.35 
1,174807555 
1,1 481 53621 
1,122018454 
1,096478196 
1,071519305 
1,047128548 


7,020292992 


1,020939484 
i,oi859i388 
i,b  16248694 
1,01391 i386 
i,oiio;94o4 
1,009202886 
1,006931669 
1,004615794 
1,002300238 


1,002074475 
1,001843766 
i,ooi6i3io9 
1,001 3825o6 
1,0011 51956 
i,oo'X)2i459 
1,000691015 
1,000460623 

I,0O02J0285 


0,00009 
8 


5 

4 

3 
2 

I 

0,000009 


0,0000000 


0,00000000 


1,000207254 
1,00018^224 

1,000161  Hv{ 

i,oooi38i6ô 
1,0001 t5i 36 
1 ,000092 1 06 
i,oooof'9o8o 
1,000046053 
1,000023026 


1,000020724 
1,000018421 
1,000016118 
i,ooooi38i6 
i,ooooii5i3 
1,000009210 
1,000006908 
1,000004600 

1,000002302 


1,000002072 
1,000001842 
1, 000001611 
i,oooooi38i 
1,000001  loi 

l,OOOOOOQ3I 

1,000000690 
15000000400 

I,00000023o 


1,000000207 
1,000000184 
1,000000161 
1,0000001 38 
1,00000011 5 
1,000000092 

1,0000000*^ 

1,000000046 
1,000000023 
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■virgule ,  et  des  chiffres  décimaux  qui  se  trouvent  à  k 
droite.  La  première  porte  le  nom  de  caractéristique, 
parce  que  dans  les  logarithmes  que  je  considère  pour 
le  moment,  qui  résultent  de  la  supposition  de  a=to. 


Par  le  moyen  de  cette  table,  on  trouvera  le  logarithme  d'un  nombre 
quelconque,  en  le  divisant  par  lo,  un  nombre  de  fois  suffisant.  Pour 
obtenir,  par  exemple,  celui  de  2549,  ^^  divisera  ce  nombre  d'abord 
par  (io)3  ou  1000,  qui  est  la  plus  grande  puissance  de  10  qu'il  puisse 
contenir,  et  on  aura 

2549=  (10)3x2,549; 
puis  on  cherchera  dans  la  table  la  puissance  de  10, immédiatement 
au-dessous  de  3,549,  ^^  trouvera 

(io)V  =2,511886433, 
et  divisant  3,549  par  ce  dernier  nombre,  il  viendra 

2^549 =(10)0,4  X  1,014775177. 

Cherchant  encore  dans  la  table  la  puissance  de  10,  immédiatement  au- 
dessous  de  1,014775177,  on  trouvera 

(io)®,»o^  =  1,013911 386; 

puis  divisant  par  ce  nombre  1«  quotient  précèdent  1,014775177,  on 
aura  un  Se  quotient  i,ooo85i743. 

On  continuera  d'opérer  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  soit  parvenu  h  un  quo- 
tient qui  ne  diffère  de  l'unité  que  dans  l'ordre  de  décimales  qu'on  se 
propose  de  négliger. 

En  regardant  ici  le  troisième  comme  égal  h  l'unité  ,  le  noml>re 
proposé  sera  décomposé  en  facteurs ,  qui  seront  des  puissances  de  i  o  ^ 
car  on  aura 

2549  =  (io)3X(io:V   X  (io)o,oo«  =(,o)V««, 
d'oîi  on  voit  que  3,406  est  le  logarithme  du  nombre  2549.  En  poussant 
les  divisions  jusqu'au  nombre  de  7,  on  trouvera  que  ce  logaritlimc 
est  3,406369. 

La  même  table  sert  encore  phis  facilement  à  trouver  un  nombre 
par  son  logarithme;  en  voici  un  exemple  : 

Soit  2,547  le  logarithme  donné,  le  nombre  cherché  sera 
(lo)  =  ,547_(iô)>   X  (10)0,5  X   (10)0,04  X  (10,0^007; 

îl  sera  donc  égal  au  produit  des  nombres. 


» 
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et  qu'on  appelle /oo^anV/z 771^5  or J/na/re^,  cette  partie  fait 
connaître  dans  quel  ordre  d'unités  tombe  le  nombre  dont 
on  a  le  logarithme.  Tous  les  logarithmes  des  nombres 
compris  entre  1  et  10,  tombant  entre  o  et  1 ,  ont  néces- 
sairement o  pour  caractéristique  ;  tous  ceux  des  nombres 
compris  enti'e  10  et  100,  ont  1  ;  tous  ceux  des  nombres 
compris  entre  100  et  1000,  ont  a:  en  général,  la  ca- 
ractéristique d'un  logarithme  a  autant  d'unités  (jue  le 
nombre  proposé  a  de  chiffres  moins  un. 

246.  Une  remarque  non  moins  importante,  c'est 
que  les  logarithmes  des  nombres  qui  sont  décuples  les 
uns  des  autres,  ont  la  même  partie  décimale  :  par 
exemple , 

54360  a  pour  log.  4)7352794  , 

5436  3,7352794  , 

543,6  2,7352794 , 

54,36  1,7352794, 

5,436  0,7352794  '> 

car  chacun  de  ces  nombres  étant  le  quotient  de  celui 
qui  le  précède,  divisé  par  10,  le  logarithme  de  l'un 
s'obtient  en  ôtant  une  unité  à  la  caractéristique  de 
l'autre  (24^  >  ^4^  )• 

247.  D'après  ce  qui  a  été  dit  n°  240,  les  logarithmes 

(10)'        =  100 

(10)0,5        :^  3,^^2277660 
(lo)o,«4      =   1,096478196 

(io;<»,»«7  =s  1,016248694 

|)ris  dans  la  table  citée;  et  on  aura  par  conséquent 

2,547  =  1-  352,357. 

M.  Dodson  a  publié  en  Angleterre ,  sons  le  titre  à^ anti-logarithmic 
canon  ^  une  table  de  même  espèce  que  celle-ci,  mais  beaucoup  plus 
étendue ,  et  dont  l'objet  €St  do  faire  trouver  à  quel  nombre  répond 
uii  logarithme  donné. 


^ 
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des  nombres  fractionnaires  sont  négatifs  dans  l'hypothèïs 
actuelle  ;  et  on  les  déduit  facilement  de  ceux  des  nom- 
bres entiers ,  en  observant  qu'une  fraction  représente  le 
quotient  de  la  division  du  numérateur  par  le  dénomina- 
teur. Quand  le  numérateur  est  moindre  que  le  dénomi- 
nateur ,  son  logarithme  est  aussi  plus  petit  que  celui  du 
dénominateur  ,  et  par  conséquent  ,  en  reti'anebant  le 
dernier  du  premier  ,  on  a  un  reste  négatif. 

Pour  obtenir  le  logarithme  de  la  fraction  7,  par 
exemple  ,  on  retranchera  de  o,  qui  exprime  le  logarithme 
de  1 ,  la  fraction  Oj,3oiq3oo  ,  qui  représente  celui  de  a, 
et  il  viendra 

—  o,3oio3oo. 

En  retranchant  de  o  le  nombre  i,3oio3oo,  qui  est  le 
logarithme  de  20 ,  on  aura  le  logarithme  de  ^5  ,  égal  à 

—  i,5oio3oo  ; 

le  logaritlime  de  0  étant  0,477 i2i3,  celui  àe~  sera 

o,3oio3oo— o,477i3i3  =  —  0,17^0913. 

248.  Par  la  manière  dont  on  les  obtient ,  les  lo- 
garithmes des  fractions  ,  abstraction  faite  de  leur 
signe,  appartiennent  (241)  au  quotient  de  la  division 
du  dénominateur  par  le  numérateur,  et  répondent 
par  conséquent  au  nombre  par  lequel  il  faudrait  di- 
viser l'unité  pour  obtenir  la  fraction  proposée.  En  ef- 
fet, |,   par   exemple,    peut  être  mis  sous    la  forme 

^3  et    11=13—12=0,1760913. 

Il  serait  peu  commode  ,  pour  trouver  îa  valeur  de  la 
fraction  à  laquelle  appartient  un  logarithme  négatif  don- 
né, de  chercher  le  nombre  auquel  il  répond  lorsqu'il  est 
positif,  puisqu'il  faudrait  effectuer  la  division  de  l'u- 
mité  par  ce  nombre;  mais  si  on  retranche  ce  loga- 
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rithme  de  i ,  2,  3,  etc.  unitJs  ,  le  reste  appni tiendra 
au  nombre  qui  exprime  lafracrion  cherchée,  ior.^qu'on 
la  convertit  en  décimales,  puisque  cette  soustraction 
répond  à  la  division  des  nombres  10,  ico,  icco,  etc, 
par  le    nombre  du  logaiithme   proposé. 

Soit  pour  exemple,  — o,3oio3oo;  si,  en  n'ayant 
point  égard  à  son  signe  ,  on  ôte  ce  logarithme  de  t  , 
ou  1  jCcoccco,  le  reste  0,6989700  répondant  à  5,  montre 
que  la  fraction  cherchée  est  égale  à  o,5,  puisqu'on  a 
supposé  l'unité   composée  de   10  parties. 

Si,  lorsqu'on  cherche  le  logarithme  d'une  frac- 
tion ,  on  conçoit  tout  de  suite  l'unité  formée  de 
10,  ou  100,  ou  icoo,  ou  etc.  parties,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  si  on  augmente  la  caractéristique 
du  logarithme  du  numérateur  d'un  nombre  d'unités 
sufRsant  pour  qu'on  puisse  faire  la  soustraction  de 
celui  du  déjnominateur,  on  aura  de  cette  manière  un 
logarithme  positif  ,  qui  pourra  s'employer  au  lieu  de 
celui  qu'on  a  indiqué  plus  haut. 

Afin  de  mettre  de  l'unifomiité  dans  les  calculs  ,  on 
augmente  le  plus  souvent  de  10  unités  la  caractéris- 
tique du  logarithme  du  numérateur.  Relativement  à 
la  fraction  -|  )  par  exemple  ,  on  a 

io,3c  10000 —  0,4771 2i3t=  9,8239087. 

Il  est  facile  de  voir  que  ce  logarithme  surpasse  de 
i.o  unités  le  logarithme  négatif  — 0,1760910^  et  que 
par  conséquent  chaque  fois  qu'on  l'ajoutera  à  d'autres, 
on  introduira  10  unités  de  trop  dans  le  résultat*, 
mais  la  soustraction  de  ces  10  unités  ne  doit  pas 
compter  pour  une  opération,  et  lorsqu'elle  sera  eîfec- 
tuée,  on  aura  effectué  en  même  temps  celle  de  0,176091 3. 
fin  effet,  soit  A^  le  nombre  auquel  on  ajoute  le  lo- 
garithme positif  9,8239087^  le  résultat  de  ropération 
sera  représenté  par 

Y4 
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N  -^  10  —  0^1760913; 
et  si  on   en  retranche  10,   on  aura  seulement 
A^ —  0,1760913. 

D'après  ce  qui  précède,  on  change  la  soustraction 
en  addition  ,  en  employant ,  au  lieu  du  nombre  à  sous- 
traire ,  son  complément  arithmétique ,  c'est-à-dire  ce 
qui  reste  lorsqu'on  retranche  ce  nombre  de  l'un  des 
nombres  10,  100,  1000,  etc.,  résultat  qui  s'obtient 
en  ôtant  de  10  les  unités  simples  du  nombre  pro- 
posé, et  toutes  les  autres  de  9;  cela  fait,  on  ajoute 
ce  complément  au  nombre  dont  il  faudrait  soustraire 
le  proposé,  et  on  retranche  de  la  somme  une  unité 
de   l'ordre  sur  lequel  on  a  pris  le  complément. 

Il  est  évident  que  si  le  complément  est  répété  plu- 
sieurs fois,  il  faudra  retrancher,  après  l'addition ,  au- 
tant d'unités  de  l'ordre  sur  lequel  le  complément  a  été 
pris ,  qu'il  y  en  a  dans  son  multiplicateur  ;  et  par  la 
même  raison  ,  si  on  emploie  plusieurs  compléniens  , 
il  sera  nécessaire  de  retrancher  pour  chacun  l'unité 
sur  laquelle  il  a  été  pris,  ou  autant  d'unités  qu'il  y 
a  de  complémens ,  si  tous  sont  pris  sur  une  même 
unité. 

Quelquefois  cette  soustraction  ne  peut  s'effectuer; 
îe  résultat  est  alors  le  complément  arithmétique  du 
logarithme  d'une  fraction,  et  il  répond  dans  les  tables  à 
l'expression  de  cette  fraction  convertie  en  décimales. 
Quand  il  reste  encore  10  unités  à  ôter  de  la  caractéris- 
tique, ce  qui  estlecas  le  plus  ordinaire,  c'est  comme  si  on 
avait  multiplié  par  1  oocooooooo  le  numérateur  de  lafrac- 
•fion  cherchée, pour  en  effectuer  la di^âsion  parledénomi- 
iiateur;  la  caractéristique  du  logaiithme  du  quotient  fait 
connaître  quel  est  l'ordre  le  plus  élevé  des  unités  que 
renferme  ce  quotient,  parrappoit  à  celles  du  dividende. 
XiSi'ïis  9;8239o87  ,  la   caractéristique  9  montre  que  le 
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quotient  doit  avoir  un  chiffre  de  moins  que  le  nombre 
par  lequel  on  a  multiplié  l'unité;  et  par  conséquent  si, 
pour  ramener  le  quotient  à  sa  vraie  valeur ,  on  sépare 
lo  chiffre  s  décimaux,  son  premier  chiffre  signiGcatif  vers 
la  gauche  sera  des  dixièmes  :  on  ne  trouverait  que  des 
centièmes,  des  millièmes,  etc.  pour  les  nombres  dont  les 
complémens  arithmétiques  auraient  les  caractéristiques 
8,7>    etc. 

i249  •  Ce  qu'on  \-ient  de  lire  sur  le  système  de  logaiithmes 
dans  lequel  a=  lo,  renferme  les  principes  généraux  né- 
cessaires pour  Tintelligence  des  tables  ,  qui  sontpresquo 
toutes  précédées  d'une  instiTiction  relative  à  leur  dispo- 
sition particulière  et  à  la  manière  de  s'en  servir,  et  à 
laquelle  je  renvoie  les  lecteurs.  Je  leur  indiquerai 
cependant  les  tables  de  Callet  (édition  stéréotype), 
et  celles  de  Borda,  comme  étant  très-étenducj  et  très- 
commodes. 

260.  Quand  on  a  le  logarithme  d'un  nombre  y  , 
pour  une  valeur  particulière  de  a ,  ou  pour  une  base 
particulière  ,  il  est  facile  d'obtenir  le  logarithme  du 
même  nombre  dans  tout  autre  système.  En  effet,  si  on  a 
a'^^^y  ',  pour  une  autre  base^,  on  aura  A"^  =^>  ^  étant 
différent  de\x  :  on  tirera  de  là  A''  =  a^.  En  prenant  les 
logarithmes  relativement  au  système  dont  la  base  est  a, 
il  viendra 

l^>  =  la^; 

or  la^==:x   par  Thi-pothèse,  et\A*  =  XlA  {2^1  )  : 

oc 
donc  X\  A^=x,  ou  X  =  -j-—  ;  mais  en  considérant  A 

comme  base ,  X  sera  le  logarithme  de  j',  dans  le  système 
relatif  à  cette  base  :  si  donc  ondésigne  ce  dernier  par  Lv, 
pour  le  distinguer  de  l'autre,  on  aura 

Lv-  ^y 
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et  on  trouvera  le  logarithme  de  y  dans  le  second  sys^ 
tème,  en  divisant  son  logarithme  pris  dans  le  premier 
par  le  logarithme  de  la  base  du  second  système. 

L'équation  précédente  donne  aussi -^  ==1^-  ce  oui 

Ly  '       ^ 

fait  voir  que,    quel  que  soit   le   nombre  y,  il  existes 

entre  les  logarithmes  lyetLy,  un  rapport  invariable 

reprc^sente  par  1  ^, 

231 .  Dans  quelque  sj-stème  que  ce  soit,  le  logaritlinie 
de  1  est  toujours  o  ,  puisque,  quel  que  soit  a,  on  a  tou- 
jours a°  =  1 .  Les  logarithmes  étant  susceptibles  de  s'ac- 
croître ind.inniment ,  on  dit  qu'ils  deviennent  infinis  en 
même  temps  que  les  nombres  ;  et  comme  lorsque  y  est  un 

nombre  fractionnaire,  on  a^  =!=:-—=  a^*^  on  voit  que 

plusj  diminue,  plus  a:  doit  augmenter  négativement, 
mais  que  cependant  on  ne  peut  jamais  assigner  pour  x 
un  nombre  qui  rende jy  exactement  nul.  Tel  est  le  sens 
dans  lequel  il  faut  entendre  que  le  logarithme  de  zéro 
est  égal  à  Vinfini  négatif,  ainsi  qu'on  le  trouve  dana 
beaucoup  de  tables. 

252.  Je  vais  donner  maintenant  quelques  exemples  de 
l'usage  qu'on  peut  faire  des  logarithmes  dans  l'évalua- 
tion numérique  des  formules.  If  suit  du  numéro  241  et 
de  la  définition  des  logarithmes ,  qui  donne  l'équation 

\(^AB)^\A^\B,      l(^)=l^-15, 

\A-^=m\A,  \A~-^l  lA, 

n 

En  appliquant  ces  règles  à  la  formule 
%-.—  » 
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qui  est  assez   compliquée,   on  trouvera 

1  (  A^  v'B-^-a)  =  1  [  J^  V'lB~\-C)  (i5-^C)j=: 
21.^4-t1(^  +  0  +  tU^-<^), 

et  par  conséquent 


c  yn^EF 

Si  on  prenait  les  complémens  arithmétiques  de  1  C,  1 1  Z?, 
ilj?,^  IF,  et  qu'on  les  désignât  par  C,  D',E\  F',  au 
lieu  du  résultat  prcCtdent,  on  auiait 

£l  ^  +i  1  (54-0  +tU^— Q  -f  ^'-f  Z)'-|-^'-fF', 

en  observant  d'ôter  de  la  somme  autant  d'unités  de 
l'ordre  sur  lequel  on  a  pris  les  complémens,  qu'il  y  a  de 
ces  complémens,  c'est-à-dire,  4-  Lorsqu'on  seraparvenu 
au  logarithme  de  la  formule  proposée,  les  tables  feront 
connaître  le  nombre  auquel  appaitient  ce  logarithme  , 
et  qui  est  la  valeur  cherchée. 

253.  L'usage  le  plus  fréquent  des  logarithmes  est 
celui  qu'on  en  fait  pour  trouver  le  quatrième  terme  d'une 
proportion.  Il  est  visible  que  si  a ',  b  y,  c',  dy  on  aura 

J=— ,  d'où  lJ=:U+lc— la; 

a 

c'est-à-dire,  que  le lo^aiithme  du  quatrième  tenue  cher- 
ché est  égal  à  la  somme  des  logarithmes  des  deux  moyens 
diminuée  du  logarithme  de  l'extrême  connu ,  ou  bien  à 
la  somme  des  logarithmes  des  moyens  plus  au  complé- 
ment  arithmétique  du  logarithme  de  l'extrême  connu. 
s54.  Si  l'onprendles  logarithmes  de  chaque  membre 
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de  1  équation  -  =  -,  qui  exprime  le  caractère  de  la 

proportion,  on  aura 

U  —  la=:lJ-.lc  (25^); 

d'où  il  résulte  que  les  quatre  logarithmes 

\a.\b\\cAd 

forment  une  équidifférence  (  223  ) . 

La  suite  d'équations 

b         c        d         e  <  ,5-  X 

-  =  -  =  -=-  etc.  (sSi) 
a        b         c         d 

conduit  de  même  à 

U— la  =  lc  — 16r=:l£i--lc=le— léietc. 
•t  on  en  conclut  qu'à  la  progression  par  quotiens 

•^ a\b\c\d\ej  etc. , 
correspond  la  progression  par  différences 
'-\a.\bAc.\dAey   etc. 

et  que  paf  conséquent  les  logarithmes  des  nombres  en 
progression  par  quotiens ,  sont  en  progression  par  dijfé^ 
renées. 

255.  Si  on  avait  l'équation  &*  =  c ,  on  la  résoudrait 
facilement  au  moyen  des  logarithmes;  cari  b^  étant  égal  à 

1  c 
zlb y  on  aurait  z\b=:\c  ,  et  par  conséquent  z r=  î-y. 

1  o 

L'équation  b*^  z=dse  traiterait  de  la  même  manière;  en 
faisant  d'abord  c^  r=  u ,  il  viendrait 

b^z=zdy      u\br=z\d,     ur=iY-Y,     ou     c^=:7-r  ; 

i  o  i  o 

prenant  de  nouveau  les  logarithmes ,  on  trouverait 
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\c=]Q^^=\\d'--Ub     et     z  = 


le        • 

Dans  cette  dernière  expression ,  1 1  è  désigne  lelogarithme 
du  logarithme  de  ^ ,  et  s'obtient  en  considérant  ce  loga- 

z 

rithme  comme  un  nombre.  Les  quantités  è^,  b'^  ,ettoutea 
celles  qui  en  dérivent,  se  nomment  exponentielles. 

Questions  relatives  à  Vintérét  de  l'argent, 

256.  La  théorie  des  progressions  par  quotiens  et  celle 
des  logarithmes,  trouvent  leur  application  dans  les  spécu- 
lations relatives  à  l'intérêt  de  l'argent.  Pour  entendre  ce 
que  je  vais  dire   sur   ce  sujet,  il  faut  savoir  que  les 
avantages  que  procure  une  somme  d'argent  à  celui  qui 
la  fait  valoir,  c'est-à-dire  qui  l'emploie  soit  aux  échangea 
du  commerce ,  soit  à  faire  exécuter  des  travaux  pro- 
ductifs ,  sont  d'autant  plus  grands ,  qu'il  peut  renouveler 
plus  de  fois  ces  échanges,  ou  multiplier  ces  travaux.  Il 
suit  de  là  qu'un  homme  qui  emprunte  une  somme  d'ar- 
gent pour  la  faire  valoir,  doit,  en  rendant  cette  somme 
au  bout  d'un  certain  temps,  y  joindre  une  rétribution 
pour  dédommager  le  prêteur  des  avantages  qu'elle  lui 
eût  procurtjs  s'il  l'avait  employée  lui-même.  Telle  est 
l'idée  qu'on  doit  se  faire  de  l'intérêt  de  l'argent.  Pour  le 
déterminer,  on  compare  toutes  les  sommes  à  celle  de 
'  loo  fr.  prise  pour  unité,  et  on  convient  de  ce  que  doit 
rapporter  cette  dernière  au   bout  d'un  temps   donné  , 
d'une  année,  par  exemple.  Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'ex- 
poser les  coîisidérations  qui,   dans  chaque  genre  de  spé-- 
culations,  font  hausser  et  baisser  l'intérêt  de  l'argent; 
elles  ne  peuvent  entrer  que  dans  des  élémens  d'arithmé- 
tique politique  et  commerciale  ,  qui  doivent  être  précé- 
dés de  ceux  du  calcul  des  probabilités;  et  mon  objet, 
dans  ce  qui  suit,  n'est  que  de  résoudre  quelques-uns  des 
problèmes  qu'offrent  les  progressions  par  quotiens. 
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Je  supposerai,  en  général,  que  l'on  soit  convenu 
de  donner  au  bout  d'un  an ,  pour  la  somme  i  ,  un  in- 
térêt désigné  parr;  il  est  évident  que  l'intérêt  d'une 
somme  loo,  pendant  le  même  temps,  sera  loor;  que 
celui  d'une  somme  quelconque  a,  sera  exprimé  par  ar; 
et  si  on  désigne  ce  dernier  par  a, ,  on  aura 

Par  cette  relation,  il  est  facile  detrouverl'intérêtpour  une 
somme  quelconque,  lorsqu'on  a  celui  que  donnent  i  oo  fr. 
ou  même  toute  autre  somme  pendant  un  temps  connu; 
cette  question  s'appelle  calcul  d'intérêt  simple. 

267.  Mais  si  le  prêteur,  au  lieu  de  retirer  chaque 
année  l'intérêt  du  capital  qu'il  a  avancé,  le  laisse  entre 
les  mains  de  l'emprunteur,  pour  le  faire  valoir  conjoin- 
tement avec  la  somme  primitive,  pendant  l'année  sui- 
vante, au  bout  de  cette  année  le  capital  aura  acquis  une 
valeur  qu'on  trouvera  ainsi  :  le  capital  primitif  étant  a, 
augmenté  de  l'intérêt  ar,  il  deviendra,  au  bout  de  la 
première  anaée. 

Si  maintenant  on  fait 

l'intérêt  de  la  somme  a'  pour  un  an  étant  aV,  celui 
de  la  somme  a  (1  -f-r)  ,  sera,  pour  une  seconde  année, 
Gr(i  -f-r);  etde  même  qu'au  bout  de  la  première  an- 
née, le  capital  a,  augmenté  de  l'intérêt  qu'il  devait  rap- 
porter ,  est  devenu  a  (i  +  r)  ,  le  capital  a'  deviendra, 
a  la  fin  de  la  seconde  année, 

"^  (^+n~a(i^ry=za\ 

Si  le  prêteur  ne  retire  point   encore  le  capital  a"  à   la 
fin  de  cette  année ,  et  qu'il  le  laiss'e  pendant  une  ti-oi- 
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sième  année  ,  au  bout  de  celle-ci,  il  lui  sera  diij  d'après 
ce  qui  précède , 

a"  (i-f  r)==a(i4.;-)3=:û^ 

On  voit  sans  peine  qu'après  la  quatrième  année,  a!"  se- 
rait changé  en 

et  ainsi  de  suite;  et  que  par  conséquent  la  somme  prêtée 
d'abord  et  les  sommes  à  rendre  à  la  Fm  de  la  première  , 
de  la  seconde ,  de  la  troisième ,  de  la  quatrième  ,  etc. , 
année ,  forment  cette  progression  par  quotiens  : 

^a  :  a  (i-f-r)  :  a  (i-f-r)=^  :  a  (i-hO^:  a  (i+r)4  :  etc.  , 
dont  le  quotient  est  i-f-7*,  et  le  terme  général 

le  nombre  n  marquant  celui  des  années  écoulées  depm's 
l'instant  du  prêt. 

Soit ,  par  exemple  ,  le  taux  d'intérêt  à  5  pour  ico, 
c'est-à-dire  que  pour  loo  francs  prêtés  pendant  un  an  , 
on  doit  rendre  io5  francs  :  on  a  donc 

100  r=5,     ou     rz=:^-~^^     et     i -f.r=:J-i. 

Si  l'on  voulait  savoir  ce  que  devient  la  somme  g,  aban- 
donnée, ainsi  qu'on  vient  de  le  dire,  pendant 26  années, 
on  aurait  alors 

71=25  ,       et       G  (  —  I 

\90/ 

au  lieu  de  la  somme  primitive.  La  26^  puissance  de  '  J, 
s'évalue  promptement  par  le  moyen  des  logarithmes  > 
puisqu'on  a  (262) 

1  ( — j    =251  JJ=r25  (1  21  ~  l23)  r=;  0,52()7333, 

ce  qui  donns 


SSa  û  L,  à  M  lE 


N    S 


( 


25 


2l\  23 

—  J    =3,386     environ,     ^==3,386  a; 


et  on  voit  par  là  que  looo  francs  prêtés  de  cette  manière 
vaudraient  3386  francs  au  bout  de  sS  années ,  en  y 
comprenant  les  intérêts,  etc. 

Si  le, placement  durait  loo  ans,  on  trouverait 


A=za  (  —  )     =:  101  a 

\20/ 


environ  ;  ainsi  i  ooo  francs  produiraient ,  après  cet  es- 
pace de  temps,  une  somme  de  i3ioco  francs  environ. 
Ces  exemples  montrent  avec  quelle  rapidité  les  fonds 
s'augmentent  par  l'accumulation  des  intérêts  composévS, 

û58.  L'équation 

donne  lieu  à  quatre  questions  :  la  première  ,  connais- 
sant Cj  r  et  11,  trouver  A,  se  présente  toutes  les  fois 
qu'on  cherche  ce  que  devient  le  capital  après  un  nombre 
21  d'années  -,  je  viens  d'en  donner  un  exemple. 

La  seconde,  connaissant  a,  A  et  /i,  trouver  r ,  con- 
duit au  taux  d'intérêt  par  le  moyen  de  la  somme  pri- 
mitive, de  celle  qui  a  été  remboursée,  et  du  temps  qu'a 
duré  le  placement  ;  on  a  dans  ce  cas 


i-fr 


=1/^ 


La  troisième,  connaissant  A,  r  et  Jiy  trouvera,  et 
clans  laquelle  il  vient 

_      A  ' 

a  pour  objet  de  déterminer  le  capital  qu'il  faut  placer 

pour 
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pour  avoir  droit,  après  uii  nombre  n  d'années,  à  une 
somme  A. 

La  quatrième,  connaissant  Ay  aet  r,  trouver  n^  ne 
peut  se  résoudre  que  par  les  logarithmes  (208,  262). 
En  prenant  celui  de  chaque  membre  de  l'équation 
proposée ,    il   vient 

\A  =  \a-j-n\  (i+r), 
d'où 

1^  — la 

Par  cette  dernière  ,  on  trouve  dans  combien  d'années 
le  capital  a  doit  avoir  produit  une  somme  A. 

Pour  en  donnt-r  un  exemple,  je  suppose  qu'on  de- 
mande le  temps  qu'il  faut  pour  que  la  somme  primitive 
soit  doublée,  le  taux  de  l'intérêt  étant  toujours  à  5  p.  |; 
on  aura 

A^=z2Gj     l^  =  la-f-l2, 

et  par  conséquent 

1  2 1  2  _  o,5oio3co 

'^  —  ÎB  ~  1 21  —  120  —  0,0211893  —  '^'^^ 
environ. 

•259.  La  question  suivante  est  une  des  plus  compli^ 
quées  qu'on  propose  ordinairement  sur  ce  sujet.  On 
suppose  que  le  prêteur  place  chaque  année  une  nouvelle 
somme  qu'il  joint  au  capital  de  cette  année ,  et  cela  pen- 
dant un  nombre  n  d'années  ;  on  demande  quel  est ,  au 
bout  de  la  dernière,  le  montant  de  toutes  ces  sommes 
accumulées  avec  leurs  intérêts  composés.  Soient  c,  Z>, 

c,d, ky  les  sommes  placées,  la  première,  la  seconde 

la  troisième,  la  quatrième  ,  etc.,  année  ;  la  somme  a  de- 
meurant enti'e  les  mains  de  l'emprunteur  pendant  uu 
nombre  n  d'années ,  deviendra 
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c(i4-r)"; 
la  somme  h,  qui  n'y  reste  que  n  —  i  années,  se  chan- 
gera en 

la  somme  c,  prêtée  pendant  n — 2  années  seulement, 
deviendra 

et  ainsi  des  autres;  enfin  la  dernière,  kj  qui  n'est  em- 
ployée que  pendant  un  an ,   ne  donne  que 

on  aura  donc 

^r=:a(i-fr)'^-f-Z;(i-f  r)'^-^-f cCi-l-?-)"''^  •  ••-hK^-hr). 

En  calculant  chaque  terme  du  second  membre  séparé- 
ment, on  aura  la  valeur  de  ^. 

L'opération  se  simplifie  beaucoup  lorsque 

car  dans  ce  cas  on  a 

le  second  membre  de  cette  équation  forme  une  progres- 
sion par  quotiens,  dont  le  premier  ternie  est  a  (i-j-r)  ^ 
le  dernier  a  (i  +?•)%  le  quotient  i  -f"''j,  ^^  dont  la 
somme  est  par  conséquent 

.(.+,.)-^. -,(.+,)  ^^^^^  ^ 

on  aura  donc  alors 

r 

Cette  équation  présente  aussi  quatre  questions  corres-* 
pondantes  à  celles  que  j'ai  énoncées  sur  l'équation. 
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s6o.  Les  placemeos  qu'on  nomme  annuités  sont  in- 
verses du  précèdent  :  c'est  l'emprunteur  qui  s'acquitte 
d'un  capital  avec  ses  intérêts  ,  en  divers  paiemens  faits  à 
àes  termes  également  éloignés.  Les  paiemens  effectués 
par  l'emprunteur  avant  la  fin  du  remboursement,  peu- 
vent être  considérés  comme  des  avances  faite  s  au  préteur 
sur  ce  remboursement,  et  dont  la  valeur  dépend  du 
temps  qui  s'écoule  entre  l'une  de  ces  époques  etl'autre. 
Ainsi,  en  désignant  chaque  paiement  par  a  ,  ie  premier 
paiement  qui  a  lieu  n —  i  années  avant  l'expiration  du 
deniier  ternie  ,  rapporté  à  cette  époque,  vaut  nécessai- 
rement a  (i-f-r)""*  ;  le  second,  rapporté  à  la  même 
époque  ,  ne  vaut  que  a(i  -\-  r)"""^  ;  le  troisième  , 
a  (  1  -f-^)"""^,  et  ainsi  des  autres  jusqu'au  dernier,  qui 
n*a  que  la  valeur  a.  Mais  d'un  autre  côté,  la  somme 
prêtée  étant  représentée  par  j4 ,  vaudra  entre  les  mains 
de  l'emprunteur,  après  n  années,  un  capital  A  {i-j-J'Y, 
qui  de\Ta  être  égal  à  toutes  les  avances  réunies  que  le 
préteur  a  reçues  de  lui,  on  aura  donc 
Jii-\-ryz=a(^i-\-ry-'-{'a(^i-\-ry-''^a(i-}-ry-K..^Q, 

ou ,  en  calculant  la  somme  de  la  progression  que  forme 
le  second  membre , 


^(i+r) 


,_Q[04-r)"-i] 


r 


éqnatwn  dans  laquelle  on  peut  prendre  alternativement 
pour  inconnue  la  quantité  yi ,  que  j'appellerai  le  prix  de 
l'annuité  ,  parce  que  c'est  la  eon^me  qu'elle  représente, 
la  quantité  a,  qui  est  la  quotité  de  l'annuité  ,  la  quantité 
r ,  qui  est  le  taux  de  l'intérêt,  et  enfin  la  quantité  n ,  qui 
exprime  la  durée  de  l'annuité.  Pour  trouver  cette  der- 
nière ,  il  faut  nécessairement  recourir  aux  logarithmes  ; 
;n  dégage  d'abord  (  i  -i-ry,  ce  qui  donne 

Z   3 
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et  en  prenant  les  logarithmes,  il   vient 

7il(i  +  r)=rlG  — l(a— .^r)^- 
d'où 

""-        l(i4-r)        • 

2S1.  Pour  montrer  l'usage  des  formules,  ci-dessus^ 
je  les  appliquerai  à  la  question  suivante  : 

Trouver  quelle  somme  il  faut  donner  annuellement 
pour  éteindre  en  mans,  une  dette  de  igo  francs  avec  ses 
intérêts  pendant  ce  temps,  l'intérêt  annuel  étant  à  5  p.  f . 

Dans  cet  exemple,  on  connaît  les  quantités 

20 
et  on  demande  l'annuité  a;  l'équation 

étant  résolue  par  rapport  à  la  lettre  g,  donne 
__  y4r(i^ry 

Il  faut  mettre  dans  cette  expression  les  valeurs  des  lettres 
u^,  r  etn,  et  pour  plus  de  facilité,  calculer  d'abord,  au 
moyen  des  logarithmes ,  la  quantité  (1 +?*)",  qui  rç* 
vient  à  (||)^%  et  on  trouvera 

(Hr  =  ', 7958e- 

Au  moyen  de  cette  valeur,  il  viendra 

^^lOvO.  —:.  .  1,79586 5  .  1,79586 

""~     1,79586—1      ""    0,79586   '• 

et  en  évaluant  la  dernière  expression ,  soit  immédiate» 
ment,  soit  par  les  logarithmes,  on  trouvera 

a=:  11,2826; 
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il  faudra  donc  une  annuité  de  1 1  f^,  28  pour  éteindre  en 
la  ans  le  capital  icc^%  le  taux  annuel  d'intérêt  étant 
à  5  pour  j. 

2S9.  De  plus  grands  détails  sur  ces  questions  pas- 
seraient les  bornes  que  je  me  suis  prescrites;  j'observerai 
seulement  que,  pour  comparer  la  valeur  de  plusieurs 
.fommes,  par  rapport  à  celui  qui  doit  les  payer  ou  les  re- 
cevoir, il  faut  les  redrireàla  même  époque,  c'est-à-dire, 
chercher  ce  qu'elles  donneraient  de  capital  à  une  mtrme 
époque.  Un  banquier  ,  par  exemple ,  doit  une  somme  a 
payable  dans  n  années  -,  pour  s'acquitter  ,  il  donne  un 
effet  dort  la  valeur  est  représentée  par  b,  et  doit  se 
paver  dans  p  années  -,  en  rapportant  la  première  somme 
au  moment  où  il  effectue  son  opération  ,  elle  ne  vaut  que 

■- ; — r- ,  parce  cru'elle  doit  être  considérée  comme  la 

(1  -f  r)" 

valeur  primitive  d'un  capital  devenu  a,  après  71  années; 

îa  somme  b  ne  vaut,  parla  même  raison,  à  cette  époqus 

eue  7—- — r-  :  la  différence 

a  b 


ii-\-ry         (1+0" 

marquera  donc  ,  suivant  qu'elle  sera  positive  ou  né- 
gative, ce  que  doit  donner  ou  recevoir  le  banquier  en 
retour  de  son  échange  ;  et  si  ce  retour  ne  pouvait  se  payer 
que  dans  un  nombre  a  d'années  ,  er.  dc-.sigrjant  par  c  ssk 
valeur  au  moment  de  l'opération ,  il  deviendrait 

c(i-f-r)?; 

ensorte  qu'il  serait  équivalent  à 

h 


("7— ^  — 7— — -Vi-f/)'~ari-i-70'-"— è(i4-0 


<}-p. 
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Les  sommes  a,  b kj  dans  le  ri''  o.o'^  ,  ont  tontes 

été  réduites  à  l'époque  où  devait  se  payer  la  somme  A, 
et  dans  le  numéro  260,  chacun  des  paiemens,  ainsi 
que  la  somme  ^^ ,  a  été  rapporté  à  l'époque  où  devait  sa 
terminer  l'annuité. 


F  I  N, 


ADDITION. 

IVote  indiquée  sur  la  page  i  lo. 
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'ass  les  no»  66  et  ^5  ,  j'a»  interprété  les  solutions  négatives  l 
par  l'examen  de  rctfuation  qu'elles  vérifient  immediateuient ,  ainsi 
que  j'en  avais  use  plus  liant  j  et  ce  moyen  me  paraît  toujours  exact, 
parce  qu'il  s'agit  seulement  de  montrer  que  ces  solutions  ont  ua 
sens  raisonnable,  puisqu'elles  résolvent  des  questions  analogues  à  U 
proposée  j  mais  il  y  a  souvent  plusieurs  manières  de  former  ces  ques- 
tions ;  et  la  suivante  ,  que  m'a  communiquée  feu  M.  Français  ,  géo-* 
mètre  distingué,  professeur  à  l'Ecole  d'Artillerie  de  IMayence ,  m'a 
semble  plus  simple  que  celle  qu'on  troire  dans  ces  Elemens. 

«  Il  pense  qu'on  doit  écarter  de  l'énoncé  de  la  question  du 
»  no  65,  ridée  du  départ  des  couriers,  pour  les  supposer  en  route 
j)  depuis  un  temps  indéfini ,  et  qu'en  conséquence  il  faudrait  la 
i>  poser  ainsi  :  Deux  couriers  suivent  la  même  route  dans  le  même 
jj  sens  y  C^ABC  (page  99);  après  qu'ails  ont  couru  chacun  un 
M  temps  quelconque ,  l'un  se  troui^e  en  A  à  Vinstant  où  l'autre 
»  est  en  B  ;  on  connaît  leur  vitesse  et  la  distance  AB  .•  on  de' 
»  mande  en  quel  point  de  la  route  ils  se  rencontreront  ?  » 

Cet  énoncé  conduit  îi  la  même  équation  que  celui  du  n°  65  ; 
mais  «  dès  qa*on  établit  la  continuité  du  mouvement,  la  solution 
3}  négative  s'explique  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  changer  la  direc- 
«  tion  de  l'un  des  couriers.  En  effet,  puisque  leur  mouvement  n'a 
))  point  commencé  aux  points  A  cl  B ,  mais  que  tous  deux,  avant 
ï)  l'instant  où  on  les  suppos-e  parvenus  à  ces  points,  s'étaient  déjà 
j)  mus  de  la  même  manière  pendant  un  temps  indéfini  ,  eu  alhuit 
j)  de  C  vers  B ,  il  est  facile  de  concevoir  que  le  courier  qui  de- 
»  vance  à  ce  point  celui  qui  est  alors  en  ^,  lequel  va  moins  vke, 
3)  a  dû  ,  à  une  certaine  époque  ,  se  trouver  en  arrière  de  celui-ci  , 
3)  et  le  rencontrer  avant  son  arrivée  au  point  ^4.  Le  signe  —  indique 
3)  alors  (  comme  dans  l'application  de  l'Algèbre  à  la  Géométrie  )  , 
»  qu'il  faut  prendre  la  <1istance  AR'  dans  le  sens  opposé  à  la  dis- 
3j  tance  APi  qu'on  a  regardée  comme  positive.  Le  changement  à 
y>  faire  dans  l'énoncé,  pour  qtie  la  solution  négative  devienne  po- 
3)  sitive,  se  réduit  à  établir  que  les  couriers  ont  dû  se  rencontrer 
3)  avant  d'arriver  au  point  A ,  au  lieu  de  le  faire  après,  n 


36o  NOTE. 

En  effet,  quand  on  place  le  point  /{''  entre  A  et  (?,  atl  lieu  dé 
le  meltie  entre  ^i  et  B  ^  on  lionve  AB  :^  BR'  —  ^/?' ;  d'oit  il 
résulte  re'qnationj-  —  x=a,  au  lieu  de  x — y  =«  qu'on  avaiè 
obtenue  d'abord  ^  et  il  n'est  pas  besoin  de  changer  le  signe  de  c,  la 

seconde    équation    demeurant    r  =  - 

M.  Français  applique ,  non  moins  heureusement ,  ces  considéra- 
tions, au  cas  du  n*  75  ,  en  remplaçant  lescouriers  par  des  mobiles 
soumis  à  un  mouvement  continu  et  commencé  depuis  un  temps 
indéfini.  Il  énonce  ainsi  le  problème  :  «  Deux  mobiles  se  meuvent 
3)  uni/ntmément  sur  la  même  droite  CB  (pag.  109)  ,  Pun  dcms 
»  la  direction  BC  ,  l'autre  dans  la  direction  CB,  «pec  des  vitesses 
j>  données  ;  celui  qui  se  meut  dans  le  premier  sens ,  se  trouve 
3>  e/z  B  ,  un  nombre  connu  d'heures  avant  que  l'autre  ne  soit 
5)  pan'enu  en  A  ;  on  demande  en  quel  point  de  la  droite  indtfii 
3>  nie  BG  se  fait  leur  rencontre? 

îj  La  solution  jr  =  —  4^*™  veut  dire ,  que  les  deux  mobiles  se 
3)  sont  rencontrés  au  point  R,  avant  que  celui  qui  vient  de  Cvers  B, 
5)  fût  arrivé  au  point  A,  et  que  lé  second  ,  qui  va  de  B  vers  C  ,  le  fût 
»  au  point  C  où  il  se  trouve  quand  l'autre  est  au  point  A.  » 

La  position  assignée  au  point  B  se  vérifie  en  observant  qu'il  en 

résulte  AC=-BC — AB-=.cd  —  a  ,  au  lieu  de  û -4- c</ qu'on  avait 

^         cf/  ■"'-•  a  •^■~  oc 
tobtenu  d'abord  fpag.  108)  ,  et  par  conséquent  -^  == — *— —  > 

e'quation  qui  donne  x  ■=.  48. 

De  cette  manière  ,  il  n'y  a  aucun  renversement  h  faire  au  sens 
du  mouvement  :  h.  la  vérité  les  circonstances  ntatenelles  du  problème 
sont  changées  ;  et  ,  comme  je  l'ai  dit  plus  haut ,  cela  prouve  qu'il 
existe  plusieurs  questions  pliysiques  correspondantes  aux  mêmes 
relations  mathématiques  :  mais  les  énonces  ci-dessus  ont  l'avantage 
de  ne  pas  blesser  la  loi  de  continuité  ,  et  se  rapprochent  ainsi  de 
la  considération  des  lignes  ,  qui  peint  de  la  manière  la  pins  simple 
et  la  plus  générale,  les  circonstances  du  changement  de  signe  des 
grandeurs.  (Voyez  le  Traité  élémentaire  de  Trigonométrie  et 
d'application  de  l'Algèbre  à  la  Géométrie*) 
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